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1. 引言 : 美国 国家 背景 

对 于 教育 研究 和 课程 发 展 来 说 , 一 个 国家 的 
青 景 十 分 重要 , 因为 二 者 都 浸 淆 于 其 中 . 有 的 国 
家 , 教育 研究 和 课程 发 展 是 紧密 关联 的 ; 有 的 国 
家 , 教育 研究 和 课程 发 展 均 受 国家 教育 部 或 同等 
机 构 的 资助 和 管理 , 而 在 美国 却 全 然 不 同 . 

1.1 缺少 统一 的 国家 课程 
”美国 没有 统一 的 国家 课程 . 实际 上 , 课程 一 

直 是 由 教科 书 出 版 社 提供 的 . 美国 约 有 1 万 5 千 

个 学 区 , 直到 今天 ， 其 中 大 部 仍然 拥有 自主 确 
定 教学 目标 的 权利 , 这 些 教学 目标 之 间 存 在 很 大 
的 差异 . 

1.2 教育 研究 和 课程 发 展 界 的 相互 独立 

美国 的 教育 研究 和 课程 发 展 在 很 大 程度 上 
是 分 离 的 ， 除了 90 年 代 , 有 一 门 课程 方案 曾 受 
到 美国 自然 科学 基金 会 (US National Science 
Foundation) 的 资助 , 而 且 近 来 还 继续 受到 美国 
教育 部 (US Department of Education) 的 青睐 
之 外 , 联邦 政府 的 研究 预案 一 贯 倾向 于 资助 基础 
性 的 研究 . 直至 今日 , 也 没有 任何 计划 准备 资助 
直接 从 事 课程 发 展 或 课程 评估 的 研究 .用 专业 
的 术语 来 讲 , 80 年 代 , 美国 自然 科学 基金 会 支持 
的 是 认 知 过 程 和 问题 解决 的 研究 , 到 了 90 年 代 ， 
支持 的 是 社会 文化 的 研究 以 及 跨 学 科 的 “学 习 理 
论 " 的 研究 , 近 几 年 来 , 开始 支持 情境 性 的 扎根 
研究 . 通常 , 美国 自然 科学 基金 会 支持 的 是 基础 
性 的 研究 , 不 关心 课程 的 发 展 2000 年 之 后 , 课 


程 开始 受到 教育 部 两 个 倾向 的 影响 : 第 一 , 强调 . 


教育 研究 的 方法 . 在 课程 比较 和 评价 中 , 坚持 采 
用 所 谓 黄金 标准 "的 随机 控制 试验 法 ; 第 二 , 要 


-和 

求 执行 联邦 政府 “不 让 一 个 孩子 掉队 (No Child 
Left Behind)” 的 法 令 一 这 在 某 种 程度 上 限制 了 
美国 各 州 的 课程 自主 权 .。 

1.3 本 地 自主 而 非 中 央 统 一 

美国 的 课程 发 展 是 “分 权 自主 的 . 支持 数学 
教育 研究 的 经 费 主要 来 自 两 大 联邦 机 构 , 即 美国 
自然 科学 基金 会 和 国家 教育 部 . 相 比 而 言 , 民间 、 
基金 会 的 资助 很 少 、 在 美国 没有 统一 的 国家 课 
程 目标 . 事实 上 , 统一 的 观念 会 伤害 美国 各 州 和 
治 的 政治 传统 . 因此 , 制订 教育 目标 、 课 程 标 准 的 
权力 还 是 归 各 州 所 有 . 在 大 家 着 来 , 出 版 社 一 定 
会 开发 和 州 标准 相 一 致 的 教科 书 , 市 场 也 会 迫使 
他 们 不 断 提高 书 的 质量 , 而 且 , 他 们 出 版 的 教科 
书 涵盖 了 小 学 和 初中 各 个 年 级 (从 幼儿 园 到 八 年 
级 ) ， 因 此 , 大 多 数 的 学 区 都 会 购买 和 本 州 标准 
相 一 臻 的 教科 书 . 

1.4 赵 于 同 质 

尽管 课程 的 自主 权 赋 子 了 各 州 , 但 是 全 美学 
区 在 课程 的 选择 上 还 是 具有 相当 的 趋同 性 ， 美 
国 三 大 州 加 利 福 尼 亚 , 德 克 萨 斯 和 纽约 州 的 人 口 
占 了 全 美的 四 分 之 一 . 这 些 州都 采取 了 “ 迁 选 玫 
科 书 ”的 方法 : 首先 由 州 公布 课程 指导 方案 ;然后 
成 立 委 员 会 决定 哪些 教科 书 是 符合 课程 方案 的 
在 遂 选 教科 书 的 州 内 , 学 区 只 有 购买 州 推荐 的 课 
程 资料 , 才能 得 到 经 费 的 补贴 . 因为 教科 书 都 委 
昂贵 , 所 以 几乎 没有 学 区 愿意 购买 未 被 州 推荐 的 
课程 资料 . 可 以 理解, 任何 一 个 追求 商业 利润 的 
出 版 社 都 不 会 放弃 这 三 大 州 的 教科 书市 场 .于 
是 , 他 们 开发 的 数 科 书 迎合 了 加 利 福 尼 亚 、 德 克 
萨 斯 和 纽约 州 的 三 个 课程 指导 方案 ， 这 些 教科 


“编译 者 按 : 原文 是 美国 加 利 福 尼 亚 大 学 伯克利 分 校 的 A, 和 H. Schoenfeld 教授 2008 年 发 表 在 ZDM 一 The Interna- 
tional Journal on Mathematics Education, 题 为 Problem solving in the United States, 1970— 2008: research and 
theory, practice and politics 的 文章 .2008 年 , 时 在 新 加 坡 国 立 教 育 学 院 的 范 良 火 教授 推荐 笔者 阅读 此 文 , 感受 颇 深 .华东 
师范 大 学 数学 系 的 研究 生 帮 有 我 翻译 了 初稿 . 2011 年 , 征 得 Schoenfeld 教授 同意 以 及 Springer 的 授权 , 把 原文 译 成 中 文 . 在 此 
向 以 上 所 有 帮助 我 的 人 一 并 表示 感谢 ， 由 于 原文 软 长 ,省略 了 部 分 内 容 , 希望 不 影响 读者 的 阅读 . 其 中 一 切 雇 误 , 均 妇 笔者 . 
同时 也 建议 有 兴趣 的 读者 进一步 阅读 原文 . 
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书 在 全 美 赢得 了 广阔 的 市 场 ， 因 此 , 除了 “改革 
导向 ”的 课程 资料 之 外 , 学 生 手 中 的 东西 几乎 没 
有 什么 变化 . 再 加 上 , 受到 “不 让 任何 一 个 孩子 掉 
队 " 行 动 计划 的 影响 ，“ 高 风险 考试 (high stakes 
testing) ”导致 了 某 些 州 直 接 采 取 技 能 导向 的 评 
价 方 式 . 这 是 一 个 普遍 的 现象 , 不 仅仅 是 美国 的 
教师 喜欢 应 试 教学 . 因此 , 在 美国 , 当前 存在 课程 
变 窑 ,强调 技能 而 不 是 概念 和 问题 解决 的 压力 . 

2. 研究 与 理论 

2.1 1970 一 1989 的 研究 

到 1989 年 为 止 , 问题 解决 的 研究 已 经 取得 了 
许多 成 果 . 比如 , 细致 地 刻画 了 学 生 使 用 波 利 亚 
问题 解决 的 启发 式 策略 ; 把 一 般 意 义 的 启发 式 策 
略 分 解 为 更 加 具体 的 策略 ; 通过 恰当 的 指导 , 教 
会 学 生 如 何 使 用 这 些 策略 ; 证 实 了 元 认 知 , 尤其 
是 自我 监控 和 自我 调节 在 问题 解决 中 的 作用 , 以 
及 信念 对 形成 问题 解决 行为 的 影响 ; 发 现 了 学 生 
学 校内 外 的 数学 经 验 是 影响 他 们 信念 和 实践 的 
主要 因素 . 

尽管 在 这 一 阶段 问题 解决 的 研究 已 经 取得 
了 重要 的 进展 , 但 同时 也 留 下 了 一 些 尚 未 解决 的 
重大 问题 . 比如 , 在 实践 层面 , 如 何 采 用 直接 实 
验 的 方法 , 确定 学 生 学 会 各 种 问题 解决 策略 所 需 
要 的 练习 数量 和 类 型 . 迄今 为 止 , 在 理论 层面 , 所 
有 的 研究 也 只 是 解释 了 什么 是 问题 解决 中 的 重 
要 环节 , 但 是 , 从 来 没有 理 清 “ 解 题 者 到 底 是 如 何 
选择 , 为 什么 要 这 样 选择 "的 问题 . 事实 上 , 要 完 
成 这 些 工作 是 非常 艰巨 的 , 已 经 远 远 超出 了 那个 
时 代 研 究 者 的 能 力 . 

其 实 , 问题 解决 的 研究 早 在 90 年 代 初 开始 就 
鲜 有 人 涉足 了 . 一 方面 可 能 是 太 困 难 , 再 加 上 枯 
燥 乏 昧 ; 另 一 方面 , 也 可 能 是 学 术 上 的 偏见 : 认为 
从 事实 践 研究 , 没有 多 大 学 术 价 值 , 更 何况 已 有 
人 作出 了 重要 的 理论 贡献 . Lester 曾 坦 音 , 在 研 
究 中 也 同样 存在 追逐 时 尚 的 现象 . 正如 问题 解 
决 的 研究 曾经 风靡 80 年 代 那 样 , 社会 文化 的 研 
究 逐 渐 开 始 成 为 90 年 代 的 热潮 . 

2.2 1990 计 全 的 研究 

虽然 问题 解决 的 研究 已 经 遭受 了 冷落 , 但 这 
并 不 意味 着 就 没有 任何 进展 , 它 只 不 过 是 以 另 一 
种 不 同 的 方式 在 继续 . 80 年 代 问 题解 决 的 研究 对 
全 美 数 学 教师 理事 会 制定 《学校 数 学 课程 和 评价 
标准 》(Curriculum and Evaluation Standards 


for School Mathematics, 以 下 简称 《标准 》) 产 
生 了 深远 的 影响 . 《标准 》 强调 问题 解决 、 推 理 、 
数学 联结 和 数学 交流 , 并 把 它们 作为 重要 的 教学 
目标 . 于 是 , 研究 者 开始 尝试 教学 改革 , 采用 设 
计 实 验 的 方法 探究 教学 的 本 质 以 及 彰 后 潜在 的 
理论 . 设计 实验 的 通常 做 法 是 改变 教学 的 内 容 或 
者 教学 的 方法 , 试图 促进 学 生 概念 性 的 理解 . 不 
过 , 设计 实验 一 般 并 不 直接 指向 问题 解决 . 
课堂 学 习 环 境 的 研究 要 求 发 展 新 的 分 析 工 
具 和 框架 .特别 是 , 倾向 于 改革 和 《标准 》 的 课 
堂 学 习 环 境 的 研究 , 尽管 并 不 直接 关注 问题 解决 ， 
但 是 把 数学 看 成 是 意义 生成 (sense-making) 的 
活动 . 从 90 年 代 一 直到 现在 , 研究 者 已 经 形成 了 
一 系列 分 析 学 习 环境 ,学生 与 环境 互动 的 技术 和 
2.2.1 将 数学 看 作 意 义 生成 的 活动 
Lampert 在 《问题 的 教学 和 教学 的 问题 》 
(Teaching Problems and the Problem of Teach- 


”ing) 一 书 中 , 提出 了 五 年 级 学 年 教学 目标 , 同时 


又 提出 了 每 节 课 ,甚至 每 个 教学 片段 的 具体 教 
学 目标 . 这 些 目 标 旨 在 促进 学 生 概念 性 的 理解 、 
问题 解决 、 自 主 学 习 以 及 个 性 的 发 展 . Lampert 
还 提供 了 实施 这 些 教学 目标 的 具体 办 法 . 显然 ， 
Lampert 在 教学 中 把 数学 当 作 了 一 种 意义 生成 
的 活动 , 这 种 思想 本 质 上 是 源 于 以 前 问题 解决 的 
研究 ， 通 过 对 “传统 ”( 强 调 技能 ) 教学 和 基于 标 
准 教学 的 比较 研究 , 得 出 了 一 致 的 结论 : 在 技能 
发 展 上 “改革 ”的 课程 和 “传统 ”的 课程 对 学 生 的 
影响 没有 差别 , 但 是 在 促进 学 生 概念 理解 .实际 
应 用 以 及 问题 解决 诸多 方面 , 前 者 具有 明显 的 优 
热 . 

2.2.2 交流 的 环境 

在 这 个 阶段 , 一 些 研 究 开 始 探索 形成 积极 课 
堂 环境 的 机 制 , 也 就 是 那些 融入 了 改革 理念 的 课 
堂 . 这 些 研 究 关注 课堂 交流 的 模式 , 探索 推动 或 
阻碍 学 生意 义 生 成 的 互动 方式 .这 时 候 也 出 现 
了 一 些 重要 的 观点 , 这 些 观点 为 探索 课堂 实践 提 
供 了 重要 的 理论 支持 . 比如 , 社会 数学 规范 (so- 
ciomathematical norms) 和 责任 结构 (account- 
ability structure) 的 观点 . 社会 数学 规范 的 观点 
是 由 Cobb 和 Yackel 提 出 来 的 , 用 于 分 析 数 学 课 
党 中 “分 享 数 学 的 行为 (taken-as-shared mathe- 
matics behavior) ”特征 . 
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2.2.3 实 任 结构 

学 生 对 数学 的 责任 是 : 论据 充分 , 推理 严谨 ， 
符合 数学 解决 问题 的 规范 ; 学 生 对 其 他 同学 的 责 
任 是 : 虚心 接受 他 人 的 观点 ; 学 生 对 教师 的 卖 任 
是 : 既 把 教师 看 作 传 统 意义 的 权威 , 又 把 教师 视 
为 数学 课堂 的 主要 组 织 者 和 参与 其 中 的 一 个 成 
人 

2.2.4 课堂 文化 

前 面谈 到 的 都 和 课堂 中 的 意义 生成 有 关 . 
Engle 积 Conant 在 回顾 了 有 关 “ 科 学 与 数学 学 科 
中 意义 生成 的 课堂 教学 "研究 之 后 , 认为 积极 的 
学 习 环 境 之 间 具 有 高 度 的 一 致 性 . 这 些 共同 的 
特点 基 : 第 一 , 问题 化 ， 鼓 励 学 生 党 试 值得 思考 
的 问题 ; 第 二 , 自主 权 ， 赋 子 学 生 提 出 这 些 问 题 
的 权力 ; 第 三 , 责任 . 个 人 的 思考 要 向 他 人 负责 ， 
对 学 科 规 范 负责 ; 第 四 , 资源 . 给 学 生 提供 丰富 
的 资源 完成 上 述 任务 ， 

这 样 的 课堂 环境 事实 上 是 少 有 的 , 因为 在 实 
施 的 过 程 中 , 对 教师 而 言 , 这 是 一 种 挑战 . 但 这 
一 定 是 一 个 重要 的 里 程 碑 . 

那么 到 此 时 为 止 , 前 面 提 到 的 两 个 尚未 解决 
的 问题 到 底 解 决 得 如 何 了 呢 ? 实践 层面 的 工作 ， 
还 是 无 人 问津 . 正如 前 面 所 述 , 这 种 应 用 性 的 研 
究 对 研究 者 没有 多 大 的 吸引 力 . 在 作者 看 来 , 这 
是 令 人 遗憾 的 . 其 实 , 探究 学 生 问 题解 决 的 策略 
是 很 有 意义 的 工作 , 可 以 促进 教学 的 改革 , 这 是 
一 项 工程 ,而 不 仅仅 是 纸上谈兵 ， 最 不 幸 的 是 ， 
没有 任何 激励 机 制 , 鼓励 人 们 从 事 这 项 工作 . 理 
论 层 面 的 一 个 重要 挑战 是 要 从 结构 性 的 描述 ( 哪 
些 因 素 影响 问题 解决 ) 转 向 理论 性 的 描述 , 即 解 
释 人 们 在 问题 解决 的 过 程 中 是 如 何 作出 决策 的 . 

3， 课程 

3.1 钟 摆 现 象 

在 过 去 的 半 个 世纪 , 美国 的 数学 课程 就 像 钟 
摆 一 样 在 概念 理解 和 技能 掌握 之 间 来 回 摆 动 . 50 
年 代 ,“ 传 统 ” 课 程 占 统 治 地 位 . 幼儿 园 到 8 年 级 
学 习 数 学 , 9 年 级 学 习 “ 代 数 1”, 10 年 级 学 习 “ 代 
数 2” (或 三 角 学 ), 12 年 级 学 习 “ 微 积分 基础 ”. 到 
了 80 年代 必 90 年 代 , 在 有 些 州 , 9 年 级 以 后 数学 
作为 选修 课程 , 每 年 都 有 一 半 的 学 生 不 选 数学 . 
“传统 "课程 尽管 有 概念 作为 基础 , 但 是 大 多 是 程 
序 性 的 知识 , 教师 教 给 学 生 许 多 解 题 的 套路 , 然 
后 学 生 通 过 反复 练习 , 掌握 相关 的 技能 . 
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美国 数学 课程 , 除了 在 意识 到 国家 处 在 危机 
的 时 期 外 , 一 直 都 不 受 重视 . 40 年 代 , 由 于 军队 
士兵 数学 知识 的 过 于 缺乏 , 部 队 不 得 不 强化 培训 
他 们 的 算术 知识 , 这 几乎 成 了 众人 和 皆 知 的 丑闻 . 
海 苗 曾 公 开 抱怨 官兵 的 数学 太 差 , 然而 这 一 抱怨 
没有 引起 课程 改革 . 

1957 年 , 苏联 发 射 人 造 地 球 卫星 , 震惊 了 美 
国 科技 界 . 美国 人 看 到 自己 的 军事 和 科技 已 经 落 
后 于 办 联 , 这 激发 了 美国 数学 界 和 科技 界 共同 至 
力 于 数学 和 科学 课程 的 改革 . 在 数学 上 , 直接 导 
致 了 "新 数 运 动 *. “新 数 运动 * 被 认为 是 一 场 深 程 
灾难 , 结果 遭 到 了 强烈 的 反对 ,“ 回 到 基础 去 ”把 
新 数学 在 出 了 教室 . 于 是 70 年 代 , 基础 知识 又 统 
治 了 美国 课程 

3.2 问题 解决 有 名 无 实 的 80 年 代 

1980 年 ， 全 美 数 学 教师 理事 会 (National 
Council of Teachers of Mathematics) 发 表 了 题 
为 《行动 纲领 :80 年代 学 校 数 学 建议 》(An Agen- 
da for Action: Recommendations for School 
Mathematics of the 1980s) 的 手册 , 评述 了 60 
年 代 ~ 70 年 代 的 学 校 数学 教学 状况 : 60 年 代 的 
数学 课程 和 教学 都 发 生 了 相当 大 的 变化 . 尽管 
公众 的 注意 力 只 是 集中 在 教学 内 容 的 变革 上 , 但 
是 20 年 后 , 我 们 意识 到 这 种 变革 影响 深远 . 70 年 
代 , 公众 的 注意 力 发 生 了 转向 , 开始 追求 考试 的 
分 数 , 学 校对 此 作出 了 不 同 程度 的 迎合 , 但 是 对 
未 来 缺乏 理性 的 思考 . 

全 美 数学 教师 理事 会 对 此 提出 的 口号 是 “ 问 
题解 决 ". 《行动 纲领 一 共 提 出 了 8 条 建议 , 第 一 
条 就 是 “问题 解决 必须 成 为 80 年 代 学 校 数学 的 中 
心 ， 随后 又 详细 地 阐述 了 这 个 观点 : (1) 建立 以 
问题 解决 为 核心 的 数学 课程 ; (2) 扩展 问题 解决 
的 表现 形式 ; (3) 营造 问题 解决 的 课堂 环 境 ; (4) 
开发 适合 各 个 年 级 学 生 学 习 问 题解 决 的 教学 资 
料 ; (5) 实施 让 每 个 年 级 学 生 都 能 体会 到 问题 解 
决 的 数学 课程 . 

然而 在 80 年 代 ， 上 面 提 到 的 五 条 建议 都 被 
忽视 了 . “问题 解决 在 当时 确实 是 一 个 时 尚 的 
口号 , 但 在 大 多 数 课 堂 里 被 焉 由 了 . 贴 了 “问题 
解决 "标签 的 新 版 教科 书 却 只 是 对 旧版 本 的 略 许 
修改 , 尽管 援引 了 波 利 亚 《怎样 解 题 》(How to 
Solve It) 中 的 4 个 步 铝 (理解 问题 , 制定 计划 , 实 
施 计划 , 回顾 ), 但 是 原先 的 内 容 几 乎 一 成 不 变 . 
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“问题 解决 "也 就 变 成 了 解决 一 到 两 步 常 规 文字 . 


题 的 代号 . 简 而 言 之 ，80 年 代 美 国 数学 课堂 里 
的 “问题 解决 "就 是 解决 (简单 ) 文字 题 . 这 主要 
有 三 个 原因 : 第 一 , 当时 问题 解决 的 研究 还 刚刚 
起 步 , 很 少 有 人 通过 研究 指导 课程 的 发 展 ; 第 二 ， 
教师 总 是 保守 的 , 重大 的 变革 总 会 遭 到 强烈 的 反 
对 ; 第 三 , 出 版 行业 的 利益 趋势 , 阻碍 了 变革 . 

3.3 80 年 代 的 政治 背 膏 

80 年 代 , 国家 的 竞争 又 一 次 成 为 主题 , 这 次 
是 经 济 , 而 不 是 军事 . 70 年 代 ~ 80 年 代 , 美国 
经 济 衰退 , 日 本 迅速 蜗 起 . 全 美 卓越 教育 委员 会 
(National _ Commission on Excellence in 
Education) 在 《 辆 家 处 在 危机 中 : 教育 改革 势 在 
必 行 》(A. Nation at Risk: The Imperative for 
Educational Reform) 中 替 然 写 道 :“ 我 们 的 国家 
正 处 在 危机 中 . 我 们 曾经 无 人 匹敌 的 商业 .工业 
和 科技 都 正在 被 全 世界 的 对 手 超越 …… …- 我 们 
社会 的 教育 基础 正在 被 一 种 追求 平 靡 的 尘 回 直 
上 的 潮流 所 侵蚀 , 威胁 着 我 们 国家 和 公众 的 未 来 

课程 改革 又 一 次 被 推 到 了 风口 浪 尖 之 上 . 美 
国 国 家 研究 委员 会 (US National Research 
Council) 成 立 了 数学 科学 教育 部 (Mathematics 
Science Education Board) 专 门 负责 数学 教育 事 
务 , 而 不 再 像 以 往 那 样 仅 仅 是 事后 “保持 三 分 钟 
热度 "，1989 年 , 数学 科学 教育 部 发 表 了 一 个 重 
要 的 报告 《人 人 算数 》(Everybody Counts), 呼 
吁 公众 重视 美国 数学 教育 改革 .该 报告 提出 数 
学 教育 的 改革 应 该 是 一 个 多 维度 的 改革 , 包括 数 
学 教学 目标 (普及 教育 和 英才 教育 )、 民 族 数学 教 
育 和 数学 内 容 的 改革 . 

3.4 新 目标 

《人 人 人 算数》 发表 不 久 , 全 美 数 学 教师 理事 

会 随即 发 表 了 《学 校 数 学 课程 和 评价 标准 》, 把 
问题 解决 的 研究 融入 了 《标准 》 的 教学 目标 (也 
就 是 “标准 ?) ， 其 中 前 四 条 标准 (作为 问题 解决 
的 数学 , 作为 交流 的 数学 , 作为 推理 的 数学 , 数学 
联结 ) 关注 了 数学 的 过 程 , 而 数学 过 程 曾经 是 十 
多 年 数学 问题 解决 研究 的 核心 . 《标准 》 提 出 了 
五 项 总 体 目 标 : ( 蕊 学 习 有 价值 的 数学 ; (2) 树立 
学 习 数 学 的 自信 心 ; (3) 会 提出 问题 、 解决 问题 ; 
(4) 学 会 数学 交流 ; (5) 学 会 数学 迎 辑 思维 . 这 就 
意 峡 着 , 学 生 必 须 积累 丰富 的 经 验 , 体会 数学 的 
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价值 , 养 成 数学 思维 的 习惯 ,了 解数 学 在 人 类 活 
动 中 的 重要 作用 ; 这 也 意味 着 , 教师 必须 鼓励 学 
生 去 探索 , 去 猜想 , 出 错 再 纠 错 , 逐步 培养 他 们 解 
决 复杂 问题 的 自信 心 . 学 生 不 仅 要 学 会 阅读 、 书 
写 . 讨 论 数 学 内 容 , 而 且 还 要 学 会 猜想 .检验 和 证 
明 数 学 结论 . 

3.5 新 课程 

美国 自然 科学 基金 会 意识 到 仅仅 依靠 商业 
出 版 《标准 》 的 课程 是 行 不 通 的 .从 1989 年 到 
1991 年 , 基金 会 出 台 了 一 系列 资助 开发 《标准 》 
课程 的 计划 , 并 且 为 编写 小 学 .初中 ,高 中 三 个 学 
段 的 数学 课程 提供 了 资助 . 事实 上 , 整个 过 程 需 
要 花费 大 量 的 时 间 , 通常 , 想 要 编写 一 个 入 年 的 
课程 , 就 需要 花费 NN 年 的 时 间 . 当然 , 这 还 是 第 
一 个 版 本 . 这 些 事 情 直 到 90 年 代 中 期 才 完 成 , 不 
久 以 后 又 开始 编写 第 二 个 版 本 , 到 2000 年 左右 ， 
才 有 了 第 一 批 完整 经 历 了 小 学 、 初 中 、 高 中 新 课 
程 的 学 生 “ 粉 黑 登 场 ”". 接着 , 评价 新 课程 的 数据 
也 陆续 出 现 了 . 

3.6 课程 评价 

对 《标准 》 课程 最 全 面 的 评价 来 自 S$Senk 和 
Thompson 领导 的 一 系列 研究 , 他 们 评价 了 自然 
科学 基金 会 资助 的 所 有 新 课程 . 其 中 , Putnam 
对 4 个 小 学 课程 的 评价 结果 进行 了 概括 : 课程 的 
焦点 都 集中 在 用 不 同 的 方法 帮助 学 生发 展 概 念 
性 知识 和 有 用 的 数学 知识 , 减少 了 学 生 在 程序 性 
知识 上 的 学 习 ， 学 习 新 课程 和 学 习 传 统 课 程 的 
学 生 在 数学 考试 中 的 成 绩 大 抵 相 同 . 但 是 , 在 概 
念 性 理解 和 运用 数学 解决 问题 的 评价 中 , 学 习 新 
课程 的 学 生 做 得 更 好 . Chappell 总 结 了 初中 课程 
的 评价 结果 : 《标准 》 的 课程 有 效 地 促进 了 学 生 
的 概念 性 理解 和 程序 性 理解 , 有 利于 学 生 形 成 深 
层次 的 数学 思维 方式 ，Swafford 在 高 中 课程 的 
评价 中 得 出 了 一 致 的 结论 : 几乎 所 有 的 证 据 表 明 
改革 后 的 课程 有 效 地 提高 了 学 生 的 成 绩 .学 习 
新 课程 的 学 生 不 仅 可 以 学 好 传统 内 容 , 而 且 还 可 
以 提高 其 他 技能 和 理解 能 力 . 总 的 来 说 , 《标准 》 
课程 的 评价 结果 是 相当 一 臻 的 . 在 技能 测试 中 ， 
学 习 《 标 准 》 课程 的 学 生 与 学 习 传 统 课程 的 学 生 
在 统计 上 没有 显著 的 差异 .在 概念 性 理解 和 问 
题解 决 的 测试 中 , 学 习 《 标 准 》 课程 的 学 生 明 显 
要 上 比 学 习 传 统 课 程 的 学 生 表 现 得 出 色 . 

作为 对 上 面 研究 的 一 个 补充 ，ARC (Alter- 


9-4 数学 教学 


natives for Rebuilding Curricula) 中 心 主持 了 
一 个 大 型 的 比较 研究 , 学 生 样本 来 自 伊利 诺 伊 、 
马 萨 诸 窒 和 华盛顿 州 . 这 项 研究 最 重要 的 发 现 
是 , 在 改革 课程 中 学 习 的 学 生 要 比 对 照 组 表现 得 
出 色 . 对 于 不 同 的 测试 、 不 同 的 年 级 、 不 同 的 地 
域 , 不 论 出 身 、 种 族 、 宗 教 信仰 的 区 别 . 这 个 结 
论 总 是 成 立 的 . 

3.7 问题 解决 的 影响 

《标准 》 课 程 中 的 许多 观点 来 自问 题解 决 的 
研究 , 主要 是 受到 了 80 年 代 ~ 90 年 代 问 题解 决 
研究 的 影响 . 不 过 , 这 些 课程 还 没有 明确 指出 如 
何 使 用 启发 式 的 问题 解决 策略 , 这 正如 前 面 所 提 
到 的 那样 , 在 这 个 领域 当时 还 缺少 深入 的 研究 ， 
因此 也 就 无 法 体现 在 课程 中 , 《标准 》 课 程 强调 
了 学 生 应 当 在 情境 中 发 展 概念 性 的 理解 , 掌握 解 
决 问题 所 必须 的 技能 ; 同时 , 或 励 学 生 在 解决 “ 问 
题 ”( 区 别 于 练习 题 ) 的 过 程 中 , 使 用 非常 规 的 方 
法 , 学 会 数学 推理 , 进行 数学 交流 , 在 不 同 的 数学 
知识 之 间 形 成 联结 . 

3.8 当前 的 国家 政策 

在 美国 , 研究 和 政策 完全 是 两 码 事 . 90 年 代 
课程 改革 的 反对 派 在 加 利 福 尼 亚 州 发 动 了 数学 
战争 , 并 且 取 得 了 胜利 , 他 们 最 终 获 得 了 州 教 学 
大 网 和 教科 书 游 选 的 控制 权 . 结果 是 , 加 利 福 尼 
亚 州 的 课程 慰 准 (以 及 由 此 形成 的 州 教科 书 ) 强 
调 了 技能 掌握 的 教学 ,而 不 是 注重 理解 的 教学 . 
更 为 严重 的 是 , 现在 已 经 成 为 席卷 全 美的 趋势 . 
现在 , 不 仪 肥 对 派 遍布 爹 美 , 而 且 许 多 在 数学 战 
争 中 表现 话 跃 的 反对 派 人 士 已 经 当选 为 联邦 政 
府 的 项 问 . “不 让 一 个 孩子 掉队 ”的 法 令 要 求 各 
州 实施 考试 , 其 中 大 部 分 测试 是 技能 性 的 . 美国 
教育 部 已 经 下 是 决心 要 夯实 基础 . 在 总 统 的 命令 
下 , 教育 部 在 2006 年 成 立 了 国家 数学 顾问 委员 
会 , 向 总 统 和 教育 部 长 提供 数学 教育 政策 咨询 . 
这 个 顾问 团 的 主要 成 员 是 传统 主义 者 , 因此 很 可 
能 他 们 的 报告 更 倾 问 于 技能 掌握 的 教学 , 而 不 是 
注重 理解 的 教学 . 总 之 , 目前 是 反对 派 占 了 主导 

金 美 数学 教师 理事 会 试图 努力 阻止 这 种 趋 
势 , 于 是 在 2006 年 发 表 了 《幼儿 园 到 8 年 级 的 
数学 课程 焦点 : 追求 连 贵 性 》(Curriculum Focal 
Points for Kindergarten through Grade 8 Ma- 
thematics: A Quest for Coherence, 下 面 简称 
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台 也 是 于 出 有 央 : 许多 州 制订 标准 时 , 只 是 罗列 
了 要 求学 生 掌 握 的 技能 , 并 没有 关注 “核心 思想 
(big ideas)， 事 实 上 , 《焦点 》 的 出 台 表 明了 一 
种 无 系 . 加 利 福 尼 亚 州 2006 年 版 的 数学 教学 大 
纲 和 1992 年 版 的 大 纲 (1985 年 版 的 加 利 福 尼 亚 
州 数 学 教学 大 纲 是 1989 年 全 美 数学 教师 理事 会 
《标准 》 的 前 驱 . 随后 ,1992 年 版 的 教学 大 纲 在 
改革 之 路 上 又 近 进 了 一 大 步 , 强调 了 “数学 的 力 
其 *" 和 学 生 的 合作 . 淡化 了 传统 技能 和 算法 的 训 
练 ) 相 比 已 经 发 生 了 许多 变化 , 尽管 大 纲 中 还 有 
很 多 关于 问题 解决 的 解释 , 但 是 这 些 解 释 已 经 完 
全 曲解 了 原先 《标准 》 中 的 界定 ， 比如 在 “代数 
1” 中 只 是 对 技能 作 了 详细 的 解释 和 具体 的 要 求 ， 
不 再 对 问题 解决 .推理 、 数 学 交流 、 数 学 知识 的 联 
结 作 任何 要 求 . 遗 瞧 的 是 ,《 焦 点》 的 内 容 和 加 
利 福 尼 亚 州 的 大 纲 是 如 出 一 略 的 .所 以 不 难 理 
解 为 什么 传统 主义 者 会 如 此 欢呼 余 婚 , 金 美 数学 
教师 理事 会 全 然 没 有 意识 到 他 们 的 做 法 正 合 反 
对 派 的 心意 . 

公众 在 评论 《焦点 》 时 , 对 全 美 数 学 教师 理 
事 会 进行 了 极为 的 批判 .2006 年 9 月 18 号 的 纽 
约 时 报 这 样 评论 : 80 年 代 末 , 一 个 臭名 昭著 的 慰 
准 让 许多 学 校 毛 弃 了 传统 的 数学 教学 . 这 个 有 时 
可 以 戏称 为 “ 模 硼 数学 ”" (fuzzy math) 的 新 标准 . 
要 求学 生 在 还 没有 学 习 姜 除法 的 情况 下 , 链 意 解 
决 数学 问题 , 其 结果 是 可 想 而 知 的 , 学 生 无 法 党 
握 高 水 平 的 数学 与 科学 知识 . 新 的 数学 课程 每 年 
都 要 教 许多 新 的 内 容 , 但 是 通俗 地 说 , 只 有 “一 英 
里 宽 , 一 英寸 厚 *. 许多 人 把 这 个 不 兹 归罪 于 一 
个 具有 影响 力 的 组 织 一 -全 美 数学 教师 理事 会 . 
许多 学 区 曾经 响应 其 号 召 , 毅然 放弃 老 套 的 传统 
教学 ， 然 而 , 上 星期 , 该 协会 又 改变 了 原来 的 观 
点 , 强调 发 展 各 个 年 级 学 生 的 基本 技能 . 学 生 将 
又 一 次 回 到 基础 , 学 习 加 、 减 、 滋 、 除 等 基本 技 
能 , 为 7 年 级 学 习 代 数 作 好 准备 . 

事实 上 , 上 面 提 及 的 美国 课程 是 “一 英里 宽 ， 
一 英寸 摩 ?的 说 法 来 自 TIMSS (Trends in Inter- 
national Mathematics and Science Study) 对 传 
统 数 学 课程 的 评价 , 因此 这 个 说 法 并 不 确切 . 但 
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日 本 初中 立体 几何 内 容 及 教学 实践 


010022 内 蒙古 师范 大 学 数学 科学 学 院 王 月 区 代 钦 


一 、 前 言 | 

日 本 数学 教育 改革 以 稳健 著称 , 重视 各 学 习 
阶段 的 知识 的 衔接 性 , 就 立体 几何 内 容 的 设置 而 
言 , 日 本 小 学 、 初中 和 高 中 的 数学 教科 书 中 都 有 
立体 几何 内 容 , 内 容 安排 以 螺旋 上 升 形 式 , 这 与 
我 国 的 情况 不 同 . 

在 国内 半年 专门 研读 日 本 初中 数学 教科 书 
立体 几何 内 容 之 后 , 笔者 专程 到 日 本 拜访 日 本 锁 
波 大 学 教授 矶 田 正美 先生 , 并 参加 其 讨论 班 , 于 
2010 年 12 月 到 日 本 茨城 县 筑波 市 立 并 木 中 学 观 
看 了 初中 一 年 级 立体 几何 课 . 

本 文 前述 了 日 本 现行 初中 数学 教科 书 中 设 
置 立 体 几 何 内 容 的 理念 、 内 容 、 教 育 价值 , 并 适 
当地 与 中 国 初中 数学 教科 书 进行 比较 , 借助 日 本 
初中 立体 几何 课堂 教学 实际 进一步 论述 了 在 初 
中 数学 教科 书 中 设置 立体 几何 内 容 的 重要 意义 . 

目前 , 日 本 数学 教育 面临 着 实际 生活 环境 、 
高 考 、 就业 、 有 限 的 数学 课时 、 数 学 教科 书 的 改 
编 等 多 重 问 题 , 而 这 些 问 题 在 某 种 程度 上 先 拿 数 
学 教科 书 几 何 内 容 的 删 减 开刀 . 即使 在 这 种 情 
形 下 日 本 初中 数学 教科 书 中 仍然 保留 了 一 定 的 
立体 几何 内 容 . 

二 现行 日 本 初中 立体 几何 内 容 

(一 ) 2010 年 新 改编 的 日 本 初中 数学 教科 书 
中 的 立体 几何 内 容 

日 本 以 更 好 地 让 学 生 掌 握 基 础 技能 知识 , 培 
养 思 考 能 力 、 判断 能 力 、 表 现 能 力 为 发 展 目的 . 对 
应 学 生 的 身心 发 展 , 由 小 学 图 形 初 步 认识 的 基 
础 到 初中 空间 图 形 -一 立体 几何 内 容 之 间 螺 旋 
上 升 地 编写 了 初中 数学 教科 书 中 的 立体 几何 内 
容 . 

下 面 列 出 的 是 2010 年 新 改编 的 初中 立体 几 
何 内 容 ( 见 表 1). 

(二 ) 日 本 初中 数学 教科 书 中 的 立体 几何 内 容 

现行 日 本 初中 数学 教科 书 中 的 几何 部 分 内 


表 1 初中 立体 几何 内 容 的 改编 部 分 
蒜 的 表面 积 和 体积 * 一 新 高 中 


图 形 的 对 称 性 ( 轴 对 称 、 点 对 称 ) 一 = 小 学 
初中 一 年 级 | 六 年 级 
角 能 和 回 锥 的 体积 一 * 小 学 六 年 级 


平移 对 称 旋转 运动 -一 新 增 
初中 二 年 级 | 网 周 角 和 中 心 角 的 关系 一 * 初 中 三 年 级 
相似 图 形 的 面积 和 体积 + 一 高 中 
初中 三 年 级 












圆心 角 和 中 心 角 的 关系 * 一 初中 二 年 级 、 
一 部 分 高中 
容 与 我 国 不 同 .除了 平面 几何 外 ， 还 有 空间 点 、 
直线 、 面 相互 之 间 的 各 种 位 置 关系 及 关于 平面 
图 形 运动 (平移 对称. 旋转 ) 之 后 所 形成 的 各 种 
基本 空间 图 形 ， 日 本 初中 数学 教科 书 中 的 立体 
几何 内 容 关 于 判断 、 解 决 立体 几何 问题 的 内 容 不 
多 , 而 是 以 丰富 初中 学 生 空间 图 形 认识 为 主 . 共 






同 去 体验 一 下 日 本 初中 数学 立体 几何 课 . 


1. 教师 首先 让 学 生 自 己 去 完成 与 新 内 容 相 
关 的 题 . (一 节 课 50 分 钟 9:40 一 10:30) 从 开始 上 
课 到 讲 新 内 容 之 间 大 约 巧 分 钟 内 做 与 上 节 课 所 
学 知识 相关 的 复习 题 与 练习 题 ， 

(9:56) 例 求 立方 体 和 圆柱 体 的 表面 积 . 

用 漆 剧 下面 的 立方 体 4 和 圆柱 体 吕 的 表面 ， 
滥 么 刷 哪 个 柱 体 用 潍 量 要 多 一 些 呢 ? 

(10:06) 老师: 哪个 用 漂 量 多 ? 

A B 





图 1 
有 的 学 生 喊 4 用 的 多 , 还 有 的 学 生 晟 如 用 的 


多 . 
老师 : 为 什么 4 用 的 多 ? 为 什么 如 用 的 多 ? 
学 生 1: 4 的 面积 是 10x10; B 的 面积 是 10x 
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学 生 2: 4 的 面 多 ; BB 的 面 少 . 
， ”回答 用 漆 量 4 要 比 B 多 的 学 生 占 多 数 . 这 时 
老师 提示 了 如 果 把 两 个 柱 体 展开 哪个 大 ? 学 生 们 
非常 积极 自由 地 讨论 起 来 . 

学 生 3: 总 的 面积 大 (也 说 不 出 为 什么 , 就 觉 
得 B 的 面积 大 ). 

学 生 4: 上 讲台 讲解 自己 解 题 的 思路 ， 

4 的 面积 是 10 x 10 = 100 (m2), 100 x 6 = 
600(m2); 

已 的 面积 是 5xX5XTXx2=50rlm2)，10x 
T 一 10r (m)，l10r x 10 = 100r0n2)，507 十 
100r = 150x(m?), 150 x 3.14 = 471(m?). 

答 :4 的 表面 要 比 妃 的 表面 大 , 所 以 刷 立 方 体 
4 用 涨 地 比 制 融 柱 体 BB 用 潍 量 要 多 . 

(10:16) 老师 : 还 有 别 的 解法 吗 ? 

学 生 : 从 底面 看 边 长 是 10m 的 正方 形 比 直 径 
是 10m 的 图 多 四 个 角 , 所 以 刷 立 方 体 用 漆 量 要 比 
刷 圆 柱 体 用 的 漆 量 多 

老师 : 展开 两 个 立方 体 是 什么 样 的 形状 呢 ? 


侧面 积 倘 面 积 
底面 积 底面 积 


图 2 
(10:25) 内 容 浆 理 : 
侧面 积 :不 只 是 一 个 侧面 积 而 是 所 有 的 侧面 
积 之 和 ; 


底面 积 :上 底面 各 和 下 底面 积 之 和 |; 

表面 积 :底面 积 和 侧面 积 之 和 | 

(10:28) 作业 : 187 页 的 第 1 题 和 第 3 题 

2. 日 本 初中 数学 教科 书 中 的 “数学 的 森林 " 
中 特别 设置 了 适当 的 结合 数学 史 知 识 的 立体 几 
何 内 容 一 关于 空间 位 置 的 表现 方法 、 立 体 的 表 
现 法 、 透 视 法 等 内 容 . 

如 图 3, 正 6 边 形 上 加 3 个 线段 后 得 到 右边 的 
图 形 . 这 样 加 上 3 个 线段 之 后 从 视觉 上 给 人 们 蓉 
现 的 是 一 种 立方 体 图 形 .把 所 见 的 物体 形状 和 
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景色 在 平面 土 表现 出 来 的 方法 之 一 远近 透视 法 
也 是 利用 立体 几何 解决 的 . 如 达 芬 奇 的 《最 后 的 
晚餐 》 就 是 利用 数学 的 空间 位 置 远近 、 透视 方法 
完成 的 ， 

(三 ) 不 仅 日 本 初中 数学 教科 书 有 衬 体 几何 内 
容 , 小 学 数学 教科 书 “图 形 初步 认识 "中 也 有 立体 
几何 内 容 

如 日 本 小 学 三 年 级 数学 教科 书 中 有 立体 几 
何 内 容 : 箱子 的 展开 图 (如 图 4 中 每 个 面 是 什么 


形状 ? 
图 4 


日 本 小 学 教科 书 中 也 穿插 了 空间 图 形 的 初 
步 认识 一 立体 几何 内 容 . 这 些 内 容 能 更 自然 地 
衔接 小 学 和 初中 几何 知识 ， 在 重复 学 习 的 基础 
上 , 从 不 同 的 新 的 视角 培养 学 生 重 构 能 力 . 不 会 
给 初 入 中 学 的 学 生 陌 生 感 和 跳跃 感 及 过 度 的 抽 
象 感 , 学 生 可 以 轻松 愉快 地 学 好 数学 . 

三 、 日 本 初中 立体 几何 内 容 的 教育 价值 

通过 平面 图 形 的 移动 .空间 图 形 的 展开 等 操 
作 , 从 图 形 本 质 观察 物体 , 培养 学 生 直观 能 力 、 油 
察 力 及 理论 性 地 考察 图 形 性 质 的 能 力 ; 提高 三 维 
记 界 一 空间 物体 的 二 维 一 平面 表现 能 力 . 

从 平面 几何 到 立体 几何 内 容 的 连续 性 和 逻 
辑 性 , 提高 学 生 鉴 体 思 维 能 力 . 促进 更 有 效 地 实 
际 操作 能 力 , 即 实际 运用 工具 的 能 力 . 

通过 考察 测量 等 活动 , 重视 图 形 性 质 、 定 理 
等 在 具体 情境 中 的 活用 . 将 实际 的 物体 数学 性 地 
抽象 化 , 探究 平面 图 形 扩充 延伸 到 空间 图 形 , 提 
高 学 生 对 结构 数学 的 认识 和 空间 想象 能 力 . 

保证 在 预想 空间 图 形 的 性 质 与 抽象 出 的 空 
间 图 形 关系 的 正确 性 和 一 般 性 的 基础 上 , 提高 理 
论 性 的 推理 论证 意识 , 从 而 能 更 深层 次 地 观察 研 
究 . 培养 学 生 由 学 习 空 间 物 体 的 空间 位 置 关系 、 
定义 、 组 织 发 据 空 间 图 形 潜在 的 新 的 位 置 关 系 
的 能 力 一 创新 能 力 . 

立体 几何 学 习 不 仅 限于 数学 领域 的 学 习 , 对 
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关于 线性 回归 模型 的 显著 性 检验 


200040 上 海 市 静安 区 教育 学 院 任 升 录 


一 、 问题 的 提出 . 

已 经 出 版 使 用 的 几 套 普通 高 中 课程 标准 实 
验 教科 书 , 在 选修 教材 中 都 介绍 了 用 两 个 变量 的 
相关 系数 进行 一 元 线性 回归 模型 显著 性 的 检验 . 
例如 人 教 版 和 苏 教 版 将 这 部 分 内 容 放 在 数学 选 
修 2-3 统 计 案例 中 是 问 , 其 中 人 教 版 还 用 较 多 的 
篇 幅 人 氢 述 <“ 残 差分 析 ”. 

在 一 元 线性 回归 模型 y = e+ bz +e( 其 中 
E 是 1y 与 六 = 6 十 入 之 间 的 误差 , &、 愉 当 分 别 是 
a、b、y 的 估计 值 , 本 文 同 类 记号 表示 意义 相同 ) 
中 , 通常 = 为 随机 变量 , 称 为 随机 误差 . 5 = 0 说 
明 z 值 的 变化 对 y 没有 影响 , 反之 ,上 关 0 说 明 两 
个 变量 之 间 存 在 线性 关系 , 因此 线性 回归 的 显著 
性 检验 需要 对 未 知 数 z 的 系数 5 (回归 系数 ) 进 行 
显著 性 检验 , 应 是 检验 自 变量 Zz 的 系数 是 否 等 于 
零 , 目前 大 学 数理 统计 教材 也 都 是 这 么 处 理 的 . 
为 什么 能 够 通过 对 相关 系数 进行 显著 性 检验 , 同 
样 可 以 刻画 模型 的 合理 性 呢 ? 本 文 探讨 两 者 之 
间 的 一 致 性 . 

二 、 回归 系数 的 显著 性 检验 

为 了 说 明 这 个 问题 , 我 们 回顾 大 学 数理 统计 
教材 检验 假设 Ho := 0 是 否 成 立 的 方法 加 

我 们 知道 , 样本 观察 值 级 , y2,…, yn 之 间 的 
差异 , 是 由 两 个 方面 的 原因 引起 的 : (1) 自 变 最 z 
取 值 的 不 同 ; (2) 其 他 因素 (包括 试验 误差 ) 的 影 
响 . 为 了 检验 这 两 方面 的 影响 哪 一 个 是 主要 的 ， 
首先 就 必须 把 它们 所 引起 的 差异 , 从 总 的 偏差 y 
中 分 解 出 来 , 即将 对 y 的 线性 影响 与 随机 波动 
引起 的 误差 分 开 , 即 对 总 偏差 平方 和 > (yi—D)? 
进行 分 解 杀 为 样本 平均 值 ). 
. 因为 (i 一 级 ”= [Gyi 一半) 十 ( 闪 一 玫 ]” = 

(yi 一 疾 )” 十 2(yi 一 突 ) ( 突 一 级 十 ( 移 一 懈 ， 

其 中 从 二 &@ 十 bx;. 
( 闫 一 元 一 仿 ) 


=b (vi — FT) (~ bri —6), 

由 了 = 6 十 妹 , 得 bh=7 一经， 

所 以 (入 一 下 (人 一 人) 

—b (vi—T)(y—D)— (rv 一列 


(人 一 习 
回归 系数 b= 三 -一 一 


( 见 文中 第 81 页 , 文 四 第 95 页 )， 
所 以 > (8 一 奴 (yi 一 从) 


- b> (gi) (yi 区- > (zi —D)? 


因此 > (一 下 

= > (yi 一 容 )> 十 > (Ti — D7)”, 
其 中 3 ( 房 一 列 的 大 小 反映 了 仿 , 般 , …， 似 
相对 于 也 的 离散 程度 , 这 一 离散 性 是 由 于 在 回归 
直线 上 它们 所 对 应 的 横 坐 标 zi，zz,，.…，zn 的 
变化 引起 的 , 并 且 通 过 Z 对 y 的 线性 影响 表现 出 
来 , 它 的 大 小 (在 与 误差 相 比 的 意义 下 ) 反 映 了 自 
变量 z 的 重要 程度 , 称 它 为 回归 平方 和 , 记 为 UV. 
U 在 总 偏差 平方 和 中 的 比重 越 大 , 回归 效果 就 越 
好 , 而 UU 值 越 小 则 回归 效果 就 越 差 . 

实际 观察 值 欠 与 回归 直线 上 相应 点 纵 坐 标 
信 的 着 姑 一 闪 (t 二 1,2,… ,n) 称 为 残 差 ， 2 (yi 


一 信 )2 称 为 残 差 平 方 和 , 记 为 8G，Q@ 完 全 由 随机 
项 a 引起 的 , 它 的 大 小 反映 了 试验 误差 及 其 他 因 
素 (如 z 对 y 的 非 线性 影响 ) 对 试验 结果 的 影响 . 
Q 的 相对 值 越 小 则 预测 精度 越 高 , 否则 精度 就 低 
. 在 假设 二 成立 的 条 件 下 , @ 的 相对 值 应 较 大 ， 


太 的 值 应 比较 小 ， 统 计 学 家 选取 检验 统计 量 
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已 = 名 二 2)7 来 体现 z 对 y 的 线性 影响 的 相对 


大 小 , 如 果 五 值 相当 大 ;, 则 表明 z 对 yy 的 线性 影响 
较 大 , 就 可 以 认为 Zz 与 y 之 间 有 线性 关系 ; 反之 ， 
奋 怀 的 值 较 小 , 则 没有 理由 认为 2 与 y 之 间 有 线 


性 关系 . 样本 容量 ?不 同 , 对 应 的 下 显著 性 临界 : 


值 不 同 , 下 值 的 大 小 可 以 通过 查 表 获 得 . 这 一 检 
验方 法 称 为 刁 检 验 ， 
三 、 两 种 检验 方法 的 内 在 联系 
我 们 知道 具有 线性 关系 的 两 个 变量 y 和 7 的 
观察 值 之 间 具 有 较 高 相关 关系 , 并 且 z 的 值 由 小 
变 大 寺 , y 的 值 也 在 由 小 变 大 , 这 种 相关 为 正 相 
关 ; 反之 , 如 果 一 个 变量 的 值 由 小 变 大 时 , 另 一 个 
实 量 的 值 由 大 变 小 , 这 种 相关 为 负 相关 . 已 知 两 
个 变量 z 和 2 的 一 组 观察 值 为 
oz 
| 
则 它们 之 间 的 相关 系数 


(wi 一 司 (wr -到 





当 |7| 或 "2 较 大 时 , 说 明 y 与 + 之 间 具 有 较 高 
线性 关系 . 用 人 "| 或 妆 检 验 两 个 变量 之 间 是 否 具 
有 线性 关系 , 比较 直观 , 高 中 生 易 于 理解 , 这 与 下 
检验 方法 有 何 内 在 联系 呢 ? 

为 了 弄 清楚 这 个 问题 , 我 们 一 起 来 探究 相关 
系数 7 与 回归 平方 和 也 、 残 差 平 方 和 Q@ 之 间 的 等 
其 关系 . 前 面 我 们 已 经 证 明 


> (- Dy) = 2 矶 ?+ 并 (六 一 DD)’, 


我 们 再 来 未 究 相关 系数 7 与 回归 平方 和 U、 
残 差 平方 和 久之 闻 的 等 量 关 系 . 
因为 相关 系数 
之 (zi — F) (Yi ~— 3) 





2 (zi — x¥)* > (yi — DD) . 





> (wi 本 (yi -到 
入 (一 到” 


i=1 
所 以 六 ( 讽 一 ?一世 入 (os 一 可 
一 】 i=1 


b 
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半 (zi 中 | 
写本 
= 人- 7)” (该 式 表 明了 相关 系数 与 
回归 系数 之 间 的 等 量 关系 ) 
> (六 - Dy) 
所 以 全 = 下 (由 此 式 可 知 站 和 
名 Yi —y)” 
又 U = > DQ = (yi) 
、 UV _ ， 9 
Ur 一 HT 
> (一 访 ) 
工 一 7 ? 
2 (Yi —D) 
(n—2U0 
而 FF = ， 
所 以 FF = mmo 或 ”= 








可 见 ， x2 或 趾 是 关于 下 的 递增 太 数 we = 
1 时 , @ = 0, 这 时 可 以 认为 了 与 2 有 着 完全 的 线 
性 关系 ; 当 扩 | = 0 时 , UV = 0, 这 时 可 以 认为 y 与 
2 无 线性 关系 ; 当 0 < |7| < 1 时 , 可 以 认为 y 与 
Z 有 一 乍 程度 的 线性 关系 , 但 并 非 完全 的 线性 关 
系 , 其 显著 性 由 |"| 的 大 小 而 定 ， 当 巾 | 较 大 时 拒 绝 
假设 Ho :b=0. |r| 的 临界 值 可 按 7*= DF 
由 下 的 临界 值 计算 . 至 此 可 知 , 在 一 元 线 性 回归 
模型 检验 中 , 相关 系数 检验 与 检验 未 知 数 2 的 系 
数 ! 是 否 为 零 的 天 检验 , 结果 是 一 致 的 . 
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上 教 版 与 人 教 版 教材 中 国 数 概念 ?| 人 的 比较 


200086 上 海 市 华东 师 大 一 附中 实验 中 学 刘海 涛 


初中 数学 教学 中 , 概念 获得 的 方式 有 两 种 ， 
一 种 以 概念 形成 方式 获得 , 另 一 种 是 以 概念 同化 
方式 获得 . z 

由 于 初中 生 的 年 龄 以 及 认 知 水 平 特点 , 学 生 
的 数学 认 知 结构 比较 简单 而 具体 , 数学 知识 有 限 ， 
在 学 习 新 的 数学 知识 时 , 能 作为 同化 新 知识 的 已 
有 基本 知识 比较 少 或 没有 , 因此 在 初中 教学 中 ， 
大 部 分 概念 是 以 概念 形成 方式 进行 教学 ， 所谓 
概念 形成 是 指 人 们 对 同类 事物 中 奉 干 不 同 例子 
进行 感知 、 分 析 、 比 较 和 抽象 , 以 归纳 方式 概括 
出 这 类 事物 的 本 质 属 性 , 从 而 获得 概念 的 方式 . 
函数 概念 是 初中 数学 教学 的 重点 和 难点 之 一 , 是 
常量 数学 到 变量 数学 的 转折 点 , 是 学 生 学 习 变 基 
数学 的 起 点 , 是 初中 数学 的 一 个 核心 概念 . 因 和 
学 生 已 有 的 知识 不 能 直接 相 联系 , 因此 教材 在 高 
数 概 念 的 引入 上 都 是 利用 概念 形成 的 方式 进行 . 
本 文 就 上 教 版 与 人 教 版 教材 中 初中 数学 函数 概 
念 的 引入 进行 一 些 初步 的 比较 分 析 . 

一 、 上 教 版 与 人 教 版 教材 中 函数 概念 形成 例 
子 的 比较 

两 本 教材 在 函数 概念 形成 时 所 举 的 例子 不 
同 , 上 教 版 举 了 两 个 例子 形成 函数 概念 , 这 两 个 
例子 是 : 

1. 地 球 上 的 赤道 是 一 个 大 圆 , 半径 长 ro 必 
6.378 x 106 ( 米 ). 设想 有 一 个 飞行 器 环绕 赤道 飞 
行 一 周 , 其 轨道 是 与 赤道 在 同一 平面 且 同 圆心 的 
阅 交 .如果 图 瓦 的 周 长 比 赤道 的 周 长 多 a 米 , 那 
么 圆 巨 的 半径 7 是 多 少 米 ? 

2. 一 辆 汽车 行驶 在 国道 上 , 汽车 油箱 里 原 
有 汽油 120 升 , 每 行驶 10 千 米 耗 油 2 升 . 

(1) 填 表 : 


汽车 行驶 的 路 程 |100 干 米 
油箱 里 璋 余 的 油 其 | | | | 


(2) 在 汽车 行驶 过 程 中 , 汽车 行驶 的 路 程 与 
油箱 里 剩余 的 油 量 都 是 变量 吗 ? 


(3) 设 汽车 行驶 的 路 程 为 z 千 米 , 油箱 里 璋 余 
的 油 量 为 y 升 , 那么 y 与 x 之 间 是 否 存 在 确定 的 
依赖 关系 ? 

人 教 版 举 了 五 个 例子 形成 沙 数 概念 , 这 五 个 
例子 是 : 

1. 汽 车 以 60 千 米 / 时 的 速度 匀速 行驶 , 行驶 
里 程 为 s 千 米 , 行驶 时 间 为 上 小 时 , 先 填 下 表 , 然 
后 再 用 含 t+ 的 式 子 表示 s. 

bt 时 |1|2|3|4|5. 
 s/ 干 米 | | | | 1 

2. 每 张 电影 票 的 售 价 为 10 元 , 如 果 早 场 售 
出 150 张 票 , 午 场 售 出 205 张 票 , 晚 场 售 出 310 张 
票 , 三 场 电影 的 票房 收入 各 多 少 元 ? 设 一 场 电影 
售 出 z 张 票 , 票房 收入 为 y 元 , 怎样 用 含 2 的 式 子 
表示 

3， 在 一 根 弹簧 的 下 端 悬 挂 重 物 , 改变 并 记 
录 重 物 的 质量 , 观察 并 记录 弹簧 长 度 的 变化 , 探 
索 它 们 的 变化 规律 , 如 果 弹 簧 原 长 10cm, 每 1kg 
重 物 使 弹簧 伸 长 0.5cm, 设 重 物质 量 为 mkg, 受 
力 后 的 弹簧 长 度 为 fcm, 怎样 用 含 冯 的 式 子 表示 ， 
7? 

4. 要 画 一 个 面积 为 10cm” 的 较 . 圆 的 半径 
应 取 多 少 ? 圆 的 面积 为 20cm? 呢 ? 怎样 用 含 贺 
面积 S$ 的 式 子 表示 图 半径 7? 

5. 如 图 1, 用 10 米 长 的 绳子 围 成 长 方形 , 试 
改变 长 方形 的 长 度 , 观察 长 方形 的 面积 怎样 变 
化 . 记录 不 同 长 方形 的 长 度 值 , 计算 相应 长 方形 
的 面积 值 , 探索 它们 的 变化 规律 . 设 长 方形 的 长 
为 zm, 面积 为 Sm2, 怎样 用 含 Z 的 式 子 表示 5? 


A 本 。 四 加 
an 村 全 
pe 四 ， 
me 1 pie ， 
， a 
- 





从 例子 数量 上 看 , 人 教 版 教材 在 函数 概念 形 
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成 过 程 中 , 举 了 五 个 例子 ; 上 教 版 教材 举 了 两 个 
例子 . 显然 例子 数量 不 同 . 从 例子 的 难 易 程度 上 
比较 , 上 教 版 的 第 一 个 例子 对 学 生 空间 想象 能 力 
的 要 求 比较 高 ; 部 分 学 生理 解 起 来 会 有 一 定 困难 ; 
与 上 教 版 两 个 例子 相 比 , 人 教 版 的 五 个 例子 比较 
简单 , 例题 背景 和 学 生 的 直接 经 验 联系 比较 基 窗 ， 
学 生理 解 起 来 比较 容易 . 

二 、 上 上 教 版 与 人 教 版 教材 对 例子 分 析 上 的 比 
较 

工 教 版 教材 在 分 析 时 , 注重 用 含 z 的 代数 式 
央 示 y. 并 指出 "变量 z* 与 y 之 间 存 在 确定 的 依 束 
关系 "而 人 教 版 教材 在 分 析 时 , 更 注重 两 个 变 
量 之 间 的 对 应 关系 , 并 且 在 几 个 问题 分 析 后 进行 
小 结 , 总 结 几 个 例子 的 相同 点 , 当 其 中 一 个 变量 
取 秆 一 个 值 时 , 另 一 个 变量 就 有 唯一 确定 的 值 与 
之 对 应 . 然后 通过 如 下 两 个 思考 题 . 

思考 1: 如 图 2, 是 体检 时 的 心电图 , 其 中 图 
上 点 的 模 坐 标 z? 表 示 时 间 , 纵 坐 标 y 表示 心脏 部 
位 的 生物 电流 , 它们 是 两 个 变量 ， 在 心电图 中 ， 
对 于 x 的 每 一 个 确定 的 值 , y 都 有 唯一 确定 的 对 
应 值 吗 ? 





思考 2 下 面 的 我 国人 口 数 统计 表 中 , 年 份 与 
人 吕 数 可 以 记 作 两 个 变量 YY 与 对 于 表 中 每 一 
个 确定 的 年 份 (2), 都 对 应 着 一 个 确定 的 人 口 数 


( 切 吗 ? 
中 国人 口 数 统计 表 



















1984 10.34 
1989 11.06 
1994 11.76 


1999 11.52 

变 重 之 间 的 对 应 关系 也 可 以 用 图 像 或 表格 
表示 : 用 不 同 的 方式 揭示 两 个 变 最 之 间 对 应 , 进 
而 给 出 函数 定义 . 这 比 上 教 版 教材 通过 两 个 例 
子 中 变 莉 的 依赖 关系 给 出 函数 和 报 念 , 能 更 准确 揭 
示 消 数 慨 念 的 本 质 . 

三 、 上 教 版 与 人 教 版 教材 中 函数 概念 的 比较 

上 教 版 初中 国 数 定义 : 在 菜 个 变化 过 程 中 有 
两 个 安 共 , 设 为 2 和, 如 果 在 变量 > 的 允许 取 值 
范围 内 , 变 攻 7y 随 着 z 的 变化 而 变化 它们 之 间 存 
在 确定 的 依赖 关系 , 那么 变量 y 叫 做 变量 的 函 


数 , z< 叫 做 自 变 重 . 

上 教 版 高 中 函数 定义 : 在 某 个 变化 过 程 中 有 
两 个 变量 zx、y, 如 果 对 于 z 在 某 个 实数 集合 口内 
的 每 一 个 确定 的 值 , 按照 基 个 对 应 法 则 f,y 都 有 
唯一 确定 的 实数 值 与 它 对 应 , 那么 y 就 是 z 的 函 
数 . 

人 教 版 初中 函数 定义 : 一 般 地 , 在 一 个 变化 
过 程 中 , 如 果 有 了 两 个 变量 zx 和 2 并 且 对 于 72 的 每 
一 个 确定 值 , y 都 有 唯一 确定 的 值 与 其 对 应 , 那 


么 我 们 就 说 2 是 自 变 基 , y 是 + 的 函数 . 


人 教 版 高 中 函数 定义 : 设 A4、B 是 非 空 数 集 ，, 
恕 果 按 照 菜 种 确定 的 对 应 关系 f, 使 对 于 集合 4 
中 的 任意 一 个 数 z, 在 集合 如 中 都 有 唯一 确定 的 
数 f(z) 和 它 对 应 , 那么 就 说 f : 4 一 B 为 从 集 
合 4 到 集合 吕 的 一 个 函数 . 

上 教 版 教材 中 函数 定义 , 在 初中 刻画 的 是 两 
个 变量 之 间 的 依赖 关系 , 在 高 中 强调 两 个 集合 之 
间 的 对 应 关系 . 初中 与 高 中 不 太一 致 , 初中 没有 
强调 "对 应 ,而 到 高 中 再 强调 , 学 生 容 易 感 到 函 
数 概念 发 生变 化 了 . 而 人 教 版 教材 中 省 数 概念 
体现 出 了 初中 与 高 中 的 一 致 性 , 初中 就 强调 了 落 
数 概念 的 本 质 , 只 不 过 到 高 中 把 函数 概念 用 集合 
的 语言 重新 写 义 一 下 , 但 函数 概念 的 本 质 没 有 发 
生变 化 . 

四 、 对 上 教 版 教材 的 思考 和 建议 

1. 上 教 版 教材 考虑 到 初中 生 的 年 龄 特点 , 以 
及 初 二 学 生 对 比较 抽象 概念 还 不 容易 抓 住 其 本 
质 属性 , 因此 把 函数 福 念 的 本 质 刻画 成 依赖 关系 ， 
这 样 或 许可 以 降低 学 生理 解 函数 概念 的 难度 , 但 
会 造成 初中 (依赖 关系 ) 与 高 中 (对 应 关系 ) 的 不 
一 致 . 笔者 感到 将 “依赖 关系 ” 改 为 “对 应 关系 ”应 
该 也 是 一 种 不 错 的 选择 . 

2. 如 果 把 上 教 版 教材 第 一 个 例子 中 的 "设想 
有 一 个 飞行 器 环绕 赤道 飞行 一 周 ”一句 , 改 成 我 
国 发 射 的 茶 一 种 飞行 器 (比如 神州 六 号 飞船 等 )”， 
并 给 出 同心 圆 的 平面 图 形 , 可 能 会 更 有 利于 学 生 
理解 这 个 问题 : 一 是 可 激发 学 生 的 民族 自 疗 感 和 
爱国 热情 ; 二 是 可 激活 学 生 的 求知 欲望 ; 三 是 通 
过 图 形 可 降低 学 生 分 析 问 题 的 难度 . 

3. 如 果 在 两 个 例子 之 后 , 上 教 版 教材 能 增加 
通过 图 像 表示 两 个 变量 之 间 的 关系 , 以 及 通过 列 
表 表 示 两 个 变量 之 间 的 关系 的 例子 , 然后 给 出 咬 

(下 转 封 底 ) 
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一 道 课本 例题 的 教学 反思 及 优化 充填 


636031 四 川 省 巴 州 区 大 和 初中 李 发 嚼 


“ 教 而 不 思 则 图 , 思 而 不 教 则 殉 .” 虽 说 “教学 
永远 是 一 门 得 憾 的 艺术 ”, 但 反思 是 减少 这 种 得 
憾 的 “ 金 科 玉 律 ”. 

反思 性 教学 是 以 解决 教学 问题 为 基本 点 , 是 
以 追求 教学 实践 合理 性 为 动力 , 是 强调 “学 会 教 
学 ?和 “学 会 学 习 ", 是 全 面 发 展 教师 的 过 程 叫 . 就 
时 间 点 来 讲 有 课 前 反思 , 课 中 反思 , 课 后 反思 . 就 
教师 而 言 需 有 创新 的 勇气 , 纠偏 的 心理 , 要 以 实 
践 为 前 提 . 经 历 “ 反 思 实 践 一 理性 分 析 一 -实际 
验证 一 重新 概括 ”的 螺旋 式 上 升 过 程 ,将 反思 性 
教学 作为 每 个 教师 常态 的 工作 , 那么 提高 数学 课 
堂 教学 效益 将 指日可待 ， 下 面 以 一 道 例 题 的 教 
学 反思 为 例 , 谈 谈 通过 反思 性 教学 实现 教学 优化 
的 相关 问题 . 

例 1 华师 大 版 《数学 》 九 年 级 上 《一 元 二 次 
方程 》 第 29 页 实际 应 用 题 例 7: 学 生生 物 小 组 有 
一 块 长 32m, 宽 20m 的 矩形 试验 田 , 为 了 管理 方 
便 , 准备 沿 平 行 于 两 边 的 方向 纵 、 模 各 开辟 一 条 
等 宽 的 小 道 . 要 使 种 植 面 积 为 540 m2, 小 道 的 宽 
应 是 多 少 ? 

教材 给 出 的 解法 : 设 道路 的 宽 为 zm, 根据 题 
意 , 可 列 出 方程 

20 x 32 — 20x — 327 + x* = 540. 

整理 得 z2 一 52z 十 100 = 0. 

解 得 zl = 50 (不 合 题 意 , 舍 去 ), Z2 = 2. 

答 : 过 路 之 为 2 





1 2 
思考 :如 果 将 道路 平移 , 会 不 会 改变 种 植 面 
积 的 大 小 呢 ? 通过 平移 转化 给 出 的 另 解 :如 图 2， 
设 道路 的 宽 为 zm, 根据 题 意 , 可 列 出 方程 


(20 ~— z)(32 — x) = 540. 

解 略 . 

1. 调查 与 诊断 

通过 一 次 调查 , 发 现 能 用 教材 方法 求解 的 学 
生 占 40.7%, 能 用 平移 法 求解 的 占 23.7%， 用 其 
他 方法 正确 求解 的 占 11.9%, 错误 处 理 成 640 一 
20z 一 327 一 22 二 540 占 8.5%, 根本 不 处 理 道路 
交叉 部 分 面积 的 占 6.8%, 不 会 解 的 占 8.4%, 效果 
差强人意 . 造成 这 种 现象 的 原因 是 什么 呢 ? 

2. 归 因 与 反思 

反思 1: 通过 教学 应 使 学 生 能 根据 量 的 关系 ， 
列 出 一 元 二 次 方程 , 并 检验 解 的 合理 性 , 获得 更 
多 运用 数学 知识 分 析 和 解决 实际 问题 的 方法 和 
经 验 , 体会 数学 的 价值 ， 种 植 面积 540= 原 矩 形 
面积 一 两 条 道路 面积 . 但 两 条 道路 面积 和 的 计 
算 具 有 抽象 性 , 按 教材 处 理 理性 有 余 , 感性 不 足 ， 
对 于 基础 比较 薄弱 的 学 生 会 更 有 空 乏 之 感 , 尤其 
是 道路 交叉 部 分 面积 的 加 减 问 题 . 

反思 2: 利 用 平移 的 思想 把 不 规则 图 形 转化 
为 规则 图 形 , 是 解决 问题 的 关键 所 在 , 这 可 使 复 
杂 问 题 简单 化 . 在 教学 中 如 何 增强 学 生理 解 的 直 
观 性 , 通过 所 积累 的 感性 经 验 完成 抽象 认识 , 建 
立方 程 模型 呢 ? 笔者 作 如 下 教学 改进 : 

3， 以 学 定 教 , 重新 设计 

3.1 “ 泛 瑛 归真 ”" 叶 解 法 

新 课程 要 求 让 学 生 经 历 “ 问 题 情境 一 -建立 
模型 一 求解 一 解释 与 应 用 ”的 过 程 , 应 用 题 教 
学 亦 当 如 此 . 实际 上 应 用 题 教 学 比较 重视 “建立 
模型 和 求解 ?> 过程, “问题 情境 -一 解释 与 应 用 ” 环 
节 相 对 薄弱 , 这 是 造成 应 用 题 学 习 困难 的 重要 原 
因 之 一 . 虽然 应 用 题 自身 就 是 一 种 “情境 ”, 但 学 
生 并 不 会 自发 地 进入 情境 、 分 析 情 境 、 理 解 情 
境 , 最 终 解 决 问题 . 

探究 一 : 利用 部 分 之 和 等 于 整体 的 关系 求 
解 : 如 图 3, 用 于 种 植 的 四 块 面积 代数 式 分 别 是 
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ac、bc、ad、 bd, 故 ac 十 be 十 ad 十 bd = 540, 分 解 
因 式 得 ac 十 bc 十 ad 十 bd = (e+ 四 (c+d). 


|! 
| 
本 -一 一 下 Fo 一 





图 3 


由 题 意 得 4 十 b= 32 一 zx,c+d 二 20 一 x 
则 (32 — x)(20 一 2) = 540, 

这 种 方法 看 起 来 繁琐 , 但 因 抽 象 程度 不 高 ， 
容易 被 学 生 接受 , 不 失 为 一 种 对 上 述 两 法 的 合理 
性 解释 . 

探究 二 : 将 两 条 道路 拼接 成 矩形 呢 ? 长 为 
20 十 32 一, 根据 题 意 , 可 列 出 方程 :20 x 32 一 
(20 + 32 — x)x = 540. 

两 条 道路 的 面积 共 是 多 少 呢 ? 是 32z 十 (20 一 
ZT)z. 故 可 列 出 32z 十 (20 一 2z)z = 32 x 20 一 540. 

至 此 , 通过 构建 基础 解法 , 为 学 生 利用 整体 思 
想 和 平移 方法 解决 问题 铺 平 道路 . 员 克 莱 在 《人 
类 知识 原理 》 一 书 中 指出 , 不 费 辛苦 琢磨, 我 们 
不 能 获得 抽象 的 概念 ， 有 没有 更 简便 一 些 的 解 
法 呢 ? 好 奇 心 驱使 我 们 进入 课本 解法 的 学 习 . 

探究 三 : 如 果 将 种 植 部 分 平移 呢 ? 画 个 图 
形 , 试 一 试 . 通过 再 次 转换 思路 , 使 问题 解决 在 
方法 层面 再 一 次 获得 提升 . 

3.2 灾 式 栽 学 , 引导 迁移 

在 数学 思考 和 问题 解决 中 , 进一步 延伸 平移 
和 化 曲 为 直 数 学 思想 的 应 用 , 促进 数学 本 质 理 解 . 

变 式 1: 若 将 上 题 中 互相 垂直 的 两 条 等 宽 的 
路 各 变 成 两 条 呢 ? 

通过 平移 将 图 4(1) 变 化 为 图 4(2), 列 方程 : 

(20 一 27)(32 一 27x) = 540. 

变 式 2: 大 将 上 题 中 的 道路 由 直线 形 的 改 成 

直角 折线 形 (道路 宽度 处 处 相等 ) 呢 ? 


袜 工 
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例 2 如 图 5, 在 宽 为 20m, 长 为 32m 的 矩形 
地 面 上 修筑 同样 宽 的 道路 (图 中 阴影 部 分 ), 余下 
的 部 分 种 上 草坪 . 要 使 草坪 的 面积 为 540m?, 求 
道路 的 宽度 . 


思路 导 引 : 将 阴影 部 分 平移 , 列 方程 为 
(20 — £)(32 ~ zx) = 540. 


| 


3.3 自主 探 完 , 拓展 运用 

若 将 道路 设计 改 为 : 斜 线形 (与 矩形 的 边 不 
都 平行 ) 一 曲线 (道路 宽度 处 处 相等 ) 呢 ? 

例 3 某 中 学 为 美化 校园 , 准备 在 长 32m, 宽 
20m 的 长 方形 场地 上 修筑 若干 条 一 样 宽 的 道路 ， 
余下 部 分 作 草 坪 , 设计 草坪 的 总 面积 仍 为 540m2， 
请 全 班 学 生 参 与 设计 . 现 选 取 了 几 位 同学 不 同 于 
上 述 的 设计 方案 : 


1 /Lo 
/i 
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图 8 


(L) 甲 同学 方案 : 如 图 6, 道路 由 直路 改 为 斜 
路 , 那么 道路 的 宽 又 是 多 少 ? 

(2) 乙 同学 方案 : 如 图 7, 改 为 折线 又 如 何 ? 

(3) 丙 同学 方案 : 如 图 8, 改 为 曲线 又 如 何 ? 

分 析 : 如 图 6， 由 于 两 条 道路 出 入 口 相距 相 
等 , 故 设 为 z, 不 妨 将 东西 方向 道路 下 侧 向 上 平 
移 z 个 单位 , 再 将 南北 方向 道路 右 侧 部 分 向 左 平 
移 z 个 单位 , 得 边 长 分 别 为 32 一 2 和 20 一 ?的 新 
矩形 , 如 图 9, 则 

(32 — x)(20 一 z) = 540. 
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方案 (2)、 (3) 呢 ? 类 似 可 得 同样 的 结果 . 
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图 1 


图 了 11 

3.4 思考 、 质 疑 、 猜 想 、 重 构 

思考 1: 图 6 中 两 道路 交叉 部 分 是 什么 图 形 
呢 ? 有 人 认为 交叉 部 分 有 两 组 对 边 分 别 平 行 , 所 
以 是 平行 四 边 形 . 但 也 有 人 根据 道路 等 宽 的 要 
求 , 坚持 认为 交叉 部 分 图 形 是 菱形 . 但 交叉 部 分 
图 形 形 状 的 问题 谁 也 没有 说 服 对 方 , 悬而未决 ， 
都 认为 根据 两 次 平移 作 图 , 会 出 现 一 个 边 长 为 2 
的 正方 形 , 因此 面积 为 2?. 

思考 2: 图 7 中 两 道路 交叉 部 分 形状 特殊 , 但 
其 面积 是 多 少 呢 ? 有 人 猜想 也 是 Z2, 为 什么 呢 ? 
有 人 认为 经 两 次 平移 出 现 一 个 边 长 为 Zz 的 正方 
形 , 所 以 面积 为 x>. 

思考 3: 图 8 呢 ? 有 人 猜想 交叉 部 分 面积 是 
2Z2, 道理 同上 . 

概括 : 设 矩 形 的 边 长 分 别 为 Q、 必 余下 部 分 
面积 为 9, 则 

结论 1 阁 两 条 道路 中 有 一 条 平行 于 矩形 的 
边 , 另 一 条 道路 形状 为 直线 , 或 折线 , 或 曲线 , 面 
积 关系 总 有 (& 一 2)(8 一 72) = 

这 是 因为 我 们 都 可 以 通过 两 次 平移 , 得 到 中 
间 无 空隙、 无 交 又 的 新 矩形 , 故 面积 关系 总 有 
(0a—2)(6— 7)= 5S. z 

思考 4: 如 果 两 条 道路 都 是 斜 线 呢 ?如 图 12 
(1)、 图 12 (2), 平移 方法 还 能 发 挥 作用 吗 ? 

通过 实践 操作 , 直观 确认 . 

将 图 12(1)、 图 12(2) 中 的 四 块 种 植 部 分 绘制 
出 来 , 再 平移 到 一 抉 , 形成 图 12(3)、 图 12(4) 的 
情形 : 前 者 中 间 有 一 抉 平行 四 边 形 交叉 区 域 , 则 
(& 一 2) (5 一 zx) < 5; 后 者 中 间 有 一 块 平行 四 边 
形 空 阶 区 域 (@ 一 x)(b 一 2) > 5. 

学 生 用 矩形 纸张 剪 拼 , 确认 结果 . 
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a 


图 12 

结论 2 两 射线 道路 面积 关系 (& 一 2)(b 一 
2Z) 天 19. 

思考 5: 如 果 两 条 道路 是 一 斜 一 曲 或 双 曲 呢 ; 

结论 亦 如 此 . 

问题 :用 两 条 等 宽 的 纸 带 交 叉 重 秋 地 放 在 一 
起 , 小 红 认 为 它 是 闵 形 , 你 认为 她 说 得 正确 吗 ? 

4. 追根 溯源 , 探究 本 质 

4.1 形状 探究 , 正本 清 源 

为 讨论 问题 的 方便 , 我 们 先 做 如 下 约定 : 

(1) 规 则 道路 :出 入 口 分 别 在 矩形 的 对 边 上 ; 
道路 的 一 边 可 以 通过 平移 移 到 另 一 边 . 

(2) 把 道路 一 边 平 移 到 另 一 边 时 出 (入 ) 口 宽 
度 叫做 道路 平移 宽度 z 

(3) 道 路 两 边 之 间 的 最 短 距 离 叫 做 道路 宽度 . 

显然 , 出 (入 ) 口 宽度 = 平移 宽度 之 道路 宽度 . 
可 见 , 道路 宽度 与 出 (入 ) 口 宽度 是 有 区 别 的 . 

接 下 来 的 探究 已 超出 一 元 二 次 方程 及 以 前 
所 学 知识 范围 , 需要 利用 下 一 章 三 角 函 数 知识 ， 
但 应 让 学 生 明 白 , 只 有 不 断 学 习 新 的 知识 和 手段 
才 可 以 解决 层出不穷 的 新 问题 . 

教师 备课 参考 : 

如 图 13, 设 两 条 直线 形 道路 相交 于 A、B、C、 
DD, 出 入 口 宽度 均 为 z. 请 设 东 西方 向 道路 边 与 
矩形 南北 方向 左边 的 交点 为 G, 夹 角 为 a， 南北 

E 
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方向 道路 边 与 矩形 东西 方向 上 边 的 交点 为 忆 , 夹 
角 为 B. 交叉 部 分 四 边 形 4BCD 是 什么 形状 呢 ? 
过 点 G 作 G 有 瑟 上 CG 交 对 边 或 延长 线 于 点 
态 , 则 GH = zsina, 过 点 轧 作 EF | AE 交 对 
边 或 延长 线 于 点 FF, 则 EF = xsinpB. 
过 点 C 作 CK 上 AB 于 点 KK, 则 
_ CK zsinpb 
sinLZCDK sinZCDK 
过 点 4 作 AN L CG 于 点 入, 则 
AN _ zsina 
sinZADG sinZCDK 

当 sin@Q = sinB, 即 @ = 6B 或 a 十 8 = 180° 
时 , AD = CD , 故 乙 4BFCDD 为 蒜 形 ， 

当 sin@ # sinb, Wa #8Hat+B #180° 
时 , AD 关 CD, 故 心 ABCD 不 是 萎 形 . 

当 @ = 90°, B 关 90° 时 , 可 得 东西 方向 道路 
宽度 = 出 入 口 宽 度 ; 当 a 去 90°, 8 = 90? 时 , 可 
得 南北 方向 道路 宽度 二 出 入 口 宽 度 . 

当 a、B 在 0° 到 90° (或 90° 到 180°) 范 围 内 
时 , 由 GH = zsina, EF = zsin6 可 知 , 如 果 
东西 、 南 北道 路 宽度 相等 , 即 GH = EF, 可 推 
得 4D = CD, 则 交叉 部 分 为 次 形 , 即 可 得 等 宽 
的 条 形 实 物 交 叉 部 分 一 定 是 姜 形 . 

由 于 东西 、 南北 道路 的 入 口 宽 度 均 为 z, 因 
此 号 = 下 人 ,可 见 ,尽管 平移 宽度 处 处 相等 
(等 于 出 入 口 宽 度 ), 但 是 斜 ( 曲 ) 线 道路 宽度 未 必 
处 处 相等 . 

4.2 面积 关系 , 定量 表达 

这 会 涉及 多 个 三 角 公式 , 教师 有 责任 在 教学 
生 掌 握 知识 的 同时 , 还 要 让 学 生 明 白 , 对 一 个 知 
识 、 问 题 的 认识 , 仅 靠 现在 或 初中 阶段 是 难以 穷 
尽 的 , 只 有 进一步 学 习 才 能 更 深刻 地 认识 它们 . 

对 于 结论 1、 结 论 2, 作为 教师 应 努力 弄 清楚 
其 中 的 数学 道理 , 为 学 生 答疑 、 解 惑 . 

教师 备课 参考 : 

设 ZADG = 6 度 . 

故 0=L4DG= 180° 一 LEDCG 

= 180° — (360° — a — 8 — 90°) 

= + 8 90°. 

sin6 = sin(a+68— 90°) = 一 cos(a 十 D). 

过 点 C 作 CK 上 4AE 交 AE 于 点 K, 则 CK 


_ m5 CK 
二 EF, 在 RtACDK 中 , sin6 = ED’ 
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CK Tsinp 

sin6 ”一 cosf(c 十 有- 
一 tsino 
同 理 , AD = 一 一 一 ~ cos(a + Dy- 
_ _ wsinasinB 
S04Bcp = AD CK = os 
2 


“CD=LE- 


rsinasing 
sinasin 有 一 cosacos 有 
_ zx? 
~ 1-cotacot8 
QD 当 a = 90° 或 8 = 90° 时 ， 
cot a cot 8 = 0,: 
则 SJy agep = 72 
HABCD 1—cotacoth : 
于 是 , 刹 余 面积 $= ab 一 az 一 br 十 zx? = 
(a — zx)(b — 2). 
外 当 aw、1 一 个 为 锐角 , 另 一 个 为 钝 角 时 ， 


cotawcot 8 < 0, 
2 


一 岂 2 
则 3 agcp = IT 一 cotawcot 有 “7 
进一步 , 推 得 翻 余 面积 9 < ab 一 azx 一 bz++ 
r= (0-7)(0— 7). 


® 当 a、P 同 为 锐角 或 同 为 钝 角 时 ， 


cot acot 8 > 0, 
2 


则 3 4pcp = 1— ot oor 

进一步 , 推 得 剩余 面积 9 > ab 一 az 一 bz 十 
22 = (4— 7)(b— 7). 

结论 1、 结 论 2 得 证 . 当 两 条 道路 均 为 直线 
形 道路 时 , 剩余 面积 3 并非 都 是 (a 一 2)(b 一 Z). 

5. 反思 的 反思 

(1) 新 课程 要 求 

新 课程 将 应 用 题 纳 入 “问题 解决 "组 成 部 分 ， 
十 分 重视 数学 的 实际 应 用 , 突出 了 数学 与 生活 的 
联系 , 情境 丰富 、 应 用 广泛 、 特 色 鲜 明 . 形成 由 
学 生 自 主 探索 、 尝 试 、 发 现 与 建构 的 教学 模式 . 

(2) 学 生 学 习 现 状 

学 生 学 习 新 课程 应 用 题 时 感觉 难度 大 , 一 是 
情节 多 , 陈述 长 , 理解 难 ; 二 是 较 多 情境 远离 自身 
生活 实际 , 缺乏 感性 认识 , 从 条 件 到 问题 转化 难 ; 
三 是 数量 关系 链 长 , 建 模 难 . 

(3) 对 策 

要 重视 培养 学 生 对 信息 材料 的 处 理 能 力 和 
数学 模型 的 建立 能 力 , 允许 学 生 个 性 化 地 学 习 ， 
淡化 探求 解 题 思路 过 程 形式 化 , 不 仅仅 追求 “ 言 
必 有 据 *, 还 鼓励 直 党 、 猪 想 、 预 测 、 合 情 推理 
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创新 在 质疑 中 萌芽 , 智慧 在 问题 中 飞扬 
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“学 成 于 思 , 思源 于 疑 ".“ 疑 "是 人 类 打开 宇 
二 大 门 的 金 钥匙 . 所 谓 质疑 问 难 就 是 发 现 问题 、 
提出 问题 . 问 能 解 惑 , 问 能 知 新 , 任何 科学 的 发 现 
无 不 都 以 问题 开始 的 . 问题 是 思维 的 动力 , 创新 
精神 的 摇篮. 笔者 在 过 去 一 年 的 教学 实践 中 , 鼓 
励 学 生 质 疑 , 课堂 中 给 学 生 质 疑 的 机 会 , 课 后 给 
学 生 搭建 质疑 的 平台 , 收获 了 不 少 学 生 带 来 的 意 
外 惊喜 , 这 些 惊喜 无 不 闪烁 着 学 生 智慧 的 光臣 ， 
创造 和 发 现 已 悄然 萌芽 . 

案例 1: 

七 (2) 班 数学 课 之 前 ,“ 调 皮 鬼 ” 生 A 过 来 间 

道 :“ 老 师 , -3 有 没有 零 次 客 ; -3 的 零 次 竹 是 不 
是 1?* 
. 笔者 一 听 , 第 一 反应 是 , 这 家 伙 定 是 看 了 八 
年 级 的 书 , 来 显摆 自己 比 别 人 多 知道 一 个 “ 零 次 
短 ”. 但 笔者 还 是 沉 住 气 , 问 道 :“ 你 怎么 想到 问 这 
个 问题 "? “ 咱 天 做 作业 时 想到 的 *". 说 完 , 他 回 
到 座位 , 很 快 拿 来 昨天 的 一 份 练习 卷 , 指 给 笔者 
看 倒数 第 二 题 , 题目 是 这 样 的 : 

找 出 下 面 第 一 组 数 的 规律 , 并 说 出 第 二 组 数 
与 第 一 组 相应 数 之 间 的 关系 : 


A AY 


和 适度 的 非 形式 化 学 习 方式 . 探求 解法 , 而 不 单 
纯 是 记忆 步 驰 ; 探索 模式 , 而 不 单纯 是 记忆 类 型 ; 
形成 猜测 , 而 不 单纯 是 做 些 习 题 . 教学 应 该 重视 
过 程 , 采取 设 疑 、 激 疑 , 让 学 生 带 着 问题 走 进 应 
用 题 , 同时 让 学 生 带 着 新 的 问题 走出 应 用 题 , 开 
展 拓展 、 变 式 、 一 题 多 解 教学 , 提高 学 生 问 题解 
决 能 力 . 

(外 反思 性 教学 的 生命 力 

一 位 优秀 教师 的 成 长 离 不 开 不 断 的 教学 反 
思 , 教学 反思 可 以 进一步 地 激发 教师 终身 学 习 的 
自 党 冲动 , 不 断 的 反思 会 不 断 地 发 现 困惑 , 从 而 
促使 自己 拜师 求教 , 书 海 寻 宝 , 不 断 教 学 反思 , 可 
以 激活 教师 的 教学 智慧 , 探索 教材 内 容 的 胃 新 表 


(1)—3, 9, 一 27;81.… …， 

(2) i, —3, 9, 一 207. . 

生 A 说 道 :“ 第 一 组 数 的 规律 是 (一 3)”(n 为 正 
整数 )， 并 且 把 它们 除 以 一 3 得 到 第 二 组 相应 的 
数 . 我 想 , 第 二 组 数 的 规律 可 以 表示 成 (一 3)" 
(n" 为 正 整 数 ), 其 中 n = 1 时 , 出 现 一 3 的 零 次 大 
了 , 而 且 我 觉得 一 3 的 零 次 宪 等 于 1.” 笔 者 暗 晶 
惊喜 , 不 禁 对 这 个 生 A 刊 目 相 看 . 

点 评 : 虽然 零 指 数 寡 在 八 年 级 就 要 学 到 , 但 
对 于 一 名 从 未 接触 过 零 指数 突 的 七 年 级 学 生来 
说 , 发 现 和 提出 这 个 问题 实在 令 人 欢欣 发 狂 , 是 
一 种 自发 的 “再 创 造 ", 今天 的 “再 创造 "就 有 可 能 
实现 明天 的 创造 . 

为 了 培养 学 生 质 疑 , 提出 问题 、 分 析 问 题 、 
解决 问题 的 创新 能 力 , 初 一 数学 组 开设 了 一 个 
“释疑 解 惑 "兴趣 小 组 活动 班 , 鼓励 学 生 只 要 是 自 
己 学 习 、 思 考 、 钻 研 过 程 中 产生 的 问题 , 不 管 多 
么 “简单 ", 都 是 值得 壮 赏 的 , 能 提出 问题 的 学 生 
是 有 思想 的 学 生 , 并 提出 “思考 求 疑 , 大 胆 质 颖 ， 
创造 性 解疑 ”的 班 训 : 

具体 操作 方法 为 : 把 自己 提出 的 问题 写 在 纸 


ep TAA 


达 方 式 , 构建 师 生 互动 机 制 及 学 生 学 习 的 新 方式 . 
教学 反思 贯穿 教师 专业 发 展 始终 , 让 我 们 做 一 个 
智慧 型 教师 吧 | 
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条 上 (数量 不 限 ), 每 周三 交 到 数学 办 公 室 , 老师 
选择 有 代表 性 且 高 质量 的 问题 , 周 四 写 在 小 黑 
板 上 征 解 ， 在 活动 课 上 由 应 招 者 与 大 家 共同 探 
讨 问 题 ， 每 节 课 评选 一 个 “最 佳 提 问 * 与 “最 佳 解 
答 ”, 并 给 予 物质 奖励 . 

这 种 传统 方法 有 许多 不 便 之 处 , 后 来 充分 利 
用 现代 网 络 , 建立 一 个 名 为 "数学 家 园 ? 的 论坛 ， 
制定 奖励 政策 , 吸引 大 量 学 生 参 与 . 学 生 们 在 这 
个 家 园 里 , 打破 时 间 、 空 间 的 限制 , 与 其 他 同学 
和 老师 对 话 , 提出 并 讨论 数学 问题 , 研究 思考 题 ， 
相互 竞争 , 互相 切磋 , 大 最 的 信息 交流 与 积分 竞 
换 奖 品 的 诱惑 极 大 调动 学 生 积极 性 . 从 中 消 现 
出 了 不 少 质量 极 高 的 问题 与 解答 , 让 我 们 发 现 这 
些 孩子 平时 难以 看 到 的 一 面 . 现 撕 其 二 、 三 与 大 
家 分 享 : 

案例 2: 

释疑 解 惑 兴 趣 班 成 员 生 B 提 出 这 样 一 个 问 
题 : 如 何 用 图 形 去 掉 (a 十 ?中 的 括号 ? 

点 评 : 七 年 级 的 学 生还 没有 学 习 多 项 式 的 乘 
法 以 及 完全 平方 公式 , 但 在 学 习 整 式 加 减 时 , 感 
受 、 认 识 到 图 形 与 代数 式 之 间 的 联系 后 , 这 位 学 
生 联 想 能 不 能 用 图 形 的 方法 展开 代数 式 (a 十 已 2? 
其 不 仅 领 司 到 数 形 结合 数学 思想 方法 之 精 信 , 而 
且 进 行 了 自觉 地 延伸 拓展 , 想象 力 之 丰富 令 老 师 
为 之 狗 叹 . 

案例 3: 

生 C 在 论坛 上 质疑 :我 们 都 知道 科学 记 数 法 : 
“一 个 大 于 10 的 数 可 写成 a 乘 上 10 的 n 次 方 的 形 
式 , 其 中 a 大 于 等 于 1 小 于 10, ?为 正 整 数 .” 问 
题 是 当 a = 1, n = 1 时 形式 符合 定义 中 的 条 件 ， 
但 结果 为 10, 并 不 大 于 10, 与 前 提 产 生 了 矛盾 , 怎 
人 么 回 事 ? 

点 评 : 这 个 科学 记 数 法 的 定义 , 笔者 也 未 曾 
发 现 这 个 “ 子 盾 ”, 但 这 位 学 生 指 出 的 , 似乎 定义 
偿 真 有 “不 严密 “之 处 啊 . 更 妙 的 是 , 有 学 生 作 了 
如 下 回答 :“ 我 认为 这 个 问题 很 特殊 , 因为 条件 中 
必须 是 a = 1 且 n = 1, 那么 这 种 情况 我 认为 没 
有 必要 写成 科学 记 数 法 . 因为 科学 记 数 法 是 用 来 
记 读 写 都 不 方便 的 大 数 , 这 里 1 x 10! 就 等 于 10， 
没 必要 大 费 周折 , 直接 写 10 就 可 以 了 .” 学 生 的 
能 二 不 可 小 上 规 啊 . 

案例 4: 

如 图 1: 在 边 长 为 1 的 正方 形 纸 板 上 , 依次 贴 
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上 面积 为 3, 4,31… :高 的 长 方形 彩色 纸 片 (n 
为 大 于 1 的 整数 ), 请 你 用 ' 烙 形 结合 "的 思想 , 依 


变化 的 规律, 计算 上 十 工 二 上 十 .十 工 二 
数 形变 化 的 规律 ,计算 二 十 二 十 二 十 … 十 击 = 





图 1 
生 DD 发 帖 提出 :除了 用 这 种 图 形 的 分 割 方法 ， 
还 有 其 他 方法 吗 ? 我 目前 还 找到 了 两 种 :一 是 长 
一 样 , 宽 除 以 2 的 画 法 (如 图 2); 二 是 三 角形 的 画 
法 (如 图 3). 还 有 其 他 方法 吗 ? 一 共有 多 少 种 方 
法 ? 是 有 限 还 是 无 限 呢 ? 如 果 哪 位 同学 想到 了 一 
定 要 告诉 我 哦 ! 





图 2 图 3 
生 卫 跟 贴 说 , 圆 也 可 以 , 如 图 4. 


/NN 
KID 


点 评 : 利用 正方 形 图 形 来 计算 无 穷 算式 , 是 
经 典 方法 , 直观 且 通 俗 易 慌 , 让 没有 学 过 极限 的 
七 年 级 学 生 轻 松 化 解 无 穷 算式 .作为 教 者 除了 
感叹 前 人 创造 方法 之 巧妙 , 别 无 他 想 . 而 我 们 的 
学 生 却 想到 除了 利用 正方 形 , 还 可 以 利用 其 他 图 
形 , 思维 发 散 , 让 我 们 看 到 “经 典 ” 也 有 创新 之 
处 ， 抓 住 “ 数 形 结合 ”之 本 质 ， 换 一 种 形式 又 有 

(下 转 第 3-49 页 ) 
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页 背景 下 的 探究 性 学 习 
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如 果 A4BC 内 有 一 点 P 满 足 人 PAC = 
LZPCB = LPBA = a 或 LPAB = LPBC = 
LPCA = a, 则 把 点 书 称 为 布 罗 卡 点 , 角 w 称 为 
布 罗 卡 角 . 近年 来 在 各 类 竞赛 和 上 自主 招生 试卷 中 
经 常 出 现 有 关 布 罗 卡 点 和 布 罗 卡 角 的 问题 , 本 文 
就 是 在 2011 年 北大 保送 生 数 学 考试 一 题 ( 例 4) 
的 启发 下 对 布 罗 卡 点 ( 角 ) 的 基本 性 质 以 及 布 罗 
卡 点 ( 角 ) 背景 下 相关 的 几 个 变 式 问 题 进 行 的 探 
究 性 学 习 . 

性 质 一 角 ca 为 A4BC 的 布 罗 卡 角 , 则 有 
+ te 

4SAA 

证 : 如 图 1 “不 妨 设 点 满足 LPCA = 
LZPBC = LPAB = a, PA = 1, PB = 2 
PC = z. 由 余弦 定理 得 x? = 十 z2 一 2bz cos aw， 
yy = cz 十 22 一 2czcosa 2 = 0+ 
209 cos a, 三 式 相 加 得 2(bz 十 cz 十 ay)jcosa = 
a2 十 + 又 因为 (bz + cx 十 ay)sina = 


2SAABC; 故 有 cot a = otb tc. 
49AABC 


cot a = 


B C 
1 
例 1 点 P 是 入 ABC 内 一 点 ，LPA4C = 
ZLZPCB = LPBA = a, AB = 13, BC = 14, 
C4 = 15, 求 tan a 的 值 . 
解 : 由 2 = 人 = 21,， 知 SA45C 
= Vp(p—0)(p—0)(p—c) = 84, 故 tana = 
45A4BC _ 168 
Q2 十 bp2 十 c 295 


例 2 点 P 是 人 ABC 内 一 点 ，ZLPAC = 
ZPCB = LPBAh = a, 求证: a < 30°. 
证 : 由 著名 的 外 森 比 克 不 等 式 @ 二 如 十 之 


4V3SaaBpc Mecot oa = te > 之 > V3， 3, 故 
Q < 30°, 
例 3 点 P 是 人 入 4BC 内 一 点 ，LPAC = 


ZPCB = LPBAh = a, 当 顶 点 B 与 C 固 定 而 
顶 点 4 变动 时 保持 角 a 是 常 值 , 试探 求 动 点 4 的 


9) 


e+ (+ 人 十 :+ (外 +y 


2ay 


组 : 设 昌 -多 中、 c (8 路、 A(zx,Y), 由 


2 
2 _ CQcotc _ 
x + (9 ; ) 
2 
由 例 2 知 02. 2 一 * > 0 


故 动 点 4 的 轨迹 是 圆 或 一 个 点 . 

性 质 二 和 角 a 为 A4BC 的 布 罗 卡 角 , 则 有 
cota 一 cot4 二 cot 呈 十 cotC. 

证 :对 A4BC 连 用 三 次 余 弱 定理 得 o2 十 六 十 
c2 = 2abcos C+ 2accos B+2bccos 4, 由 cot a 


2 
02. Cot ca 一 3 
4 


49A4BC 
_ 2bccos A+ 2accos B+2abcosC 


4SAABGC 
=cotA+cotB+ecotC. 
例 4 (2011 北大 保送 试题 ) 人 4BC 中 一 点 
口 满足 BAO = 人 CAhO = 人 LCBO = 人 4CO, 
求证 : 三 边 成 等 比 数列 . 


证 : 由 题 意 得 布 罗 卡 角 cw = 系 , 结合 


一 cot oe 一 
2 


9-18 
cot A+cot B+cot C 得 cot 和 一 cot 4 = cot B+ 
sin 4 即 


tO, 世 得 一 = 

四 割 化 弦 易 得 sinA sin BsinO’ 
sin? A = sin BsinO, a2 = bc 故 三 边 b、a、c 成 
等 比 数列 . 

例 5 点 P 是 和 4ABC 内 一 点 ，ZLPAC = 
ZLZPCB = LPBA = a, 试用 sin Asin B sinO, 
cos dcos BcosC 表 示 cota. 

解 : 由 cot@Q = cot A 十 cob B 十 cobC 得 
cos Asin BsinC 
sin Asin BsinG 
十 sin Acos BsinC+sin Asin Bceost 

sin Asin BsinC 

_ cos A(cos BeosC—cos(B+O)) 

加 sin Asin BsinC 

sin Asin(B+O) 
sin Asin BsinC 

_ Cos Acos BcosC+1 

sinAsin BsinC 

性 质 三 角 a 为 人 ABC 的 布 罗 卡 角 , 则 有 
csc2 wa 一 CSc2 A+csc B+csc oC. 

证 : 由 cota = cot4 + cotB+ cotC,， 则 
csc2 a 一 (csc2 4 上 csc B+csc?* OC) = 1+(cot A+ 
cot Bt+cot CO) 一 (3+cot 4 上 cot B+cot* 0) = 

taaA+taaB+tanC _s_ 2 
2 tan Atan BtanC 2 一 和 故 有 csc a 
csc2 A+csc? B++esc: CC. 
例 6 点 PP 是 人 ABC 内 一 点 ，ZLPAC = 
LPCB = LPBA = a, 月 <B = LC, 求证 : 
sin A 
V5—4cosA 
证 :由 csc2 a = csc? 4A++csc2B++csc2O 得 
1 _ 1 2 

sin2aw sinA sinB 

—_l1 2 _5— 4cosA 
sin2 4 sin24 


cot ce = 


sino 一 














| 
2 
COS 


。 Sin 及 

故 有 sin wa = A 

探究 一 : 已 知 A4BC 的 布 罗 卡 点 为 P, Ri、 
Ro、Rs 分 别 为 人 AABP、 人 BCP、ACAP 外 接 
圆 的 半径 , RR 为 A 人 ABC 外 接 加 的 半径 (如 图 1)， 
求证 : Ri1 Ro Rs 二 RS. 

证 : 由 APB=7 一 A, 人 A 人 BPC=”—B.、 
LAPC 二 rn- 得 


R b 


2sin A Ro 2sin 已 Rs 2sinC 
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abc _ p3 
改 有 RoR 8sin Asin BsinC RE. 


例 7 点 P 是 AABC 内 一 点 , 满足 PAC 
= LPCB = LPBA, 已 知 AABP、 ABCP. 
ACAP 外 接 圆 的 半径 分 别 为 2、3、 4, 求 人 AABC 
的 外 接 圆 半径 (答案 :2Y3). 

探究 二 : 奋 A4BC 的 布 罗 卡 角 为 a, 则 布 罗 
卡 点 卫 在 三 边 上 的 射影 三 角形 人 DEF 满足 
SADEF = SAABC sina. 

证 : 如 图 2， 不妨 设 LPAC = 人 PCB = 
ZLPBA = a, 由 .4、 正 、 吾 四 点 共 轩 易 知 : 

LPFE = /PAE = a, LPEF 一 人 PA4RE， 
辣 理 LPED = ZPDER = a， 所 以 点 书 仍 是 
和 人 DEF 的 布 罗 卡 点 ,;, 且 人 BFDco 八 ABC, 相似 


比 为 LE = sin Q, 故 SADEF 一 SA4Bc:sin wa. 


人 


/XN 


B D CG 
2 

例 8 边 长 为 I、V3、2 的 AABC 布 罗 卡 点 
为 书 点 一 到 A4BC 三 边 的 垂 足 组 成 人 4 BC1， 
点 了 到 和信 41B1Ci 三 边 的 垂 足 组 成 人 42BoCa2， 
以 此 类 推 ，………… ,， 求 该 过 程 中 得 到 的 所 有 三 角 
形 面 积 和 . 

解 : 易 知 cot a = cot 30° 十 cot 60? 十 cot 90° 


一 4 J sin2 w = 3 条 究 二 “1 
= 8 所 以 sin* ox 1 由 探究 二 , 上 述 所 有 


三 角形 面积 构成 公 比 为 4 一 妆 的 无 穷 等 比 数列 ， 
故 所 有 面积 积 
SI 十 9 十.… 十 Sn 十 …， 








1 1 一 3 | 
19 
探究 三 : 点 了 是 AABC 内 一 点 , LZPAC = 
LPCB = LPBA, 则 有 向 量 等 式 
一 一 一 一 一 
PE4,EE EC_T 
C2 a2 bp2 “ 


证 : 根据 题 意 有 SAapBpc:PAHSApac:PB+ 


32 
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SApAB' PC= 0, 
故 a.PCsina.PA+b.PAsina. PB+ 
ec.PBsina.: PC=70. 
而 LAPB = "rr— 4, LBPC = -BB. 


ZAPC=x 一 C, 有 
2 CSinc 
PC= 224, pA= Ey 


sin sinAd sin Sin 0， 


eh BB + 如 = 了 了 . 


po P 是 和 ABC 内 一 点 ， op pop 
~ PB4=aw 且 E4+2F 有 +3EC=0, 求 
角 a 的 大 小 . 

解 : 由 探究 三 可 设 c = k, ea = 方 b = 


, 风 cos B = ZV2, sin B= V4 , SAABC 


_ Qsina 
sinB 


hk 
V3 
2 2 
Vk , 由 性 质 一 , 易 得 cot a = Ppt, 
49A4BC 

坟 Bie = arecot- 房 

探究 四 : 点 了 是 人 ABC 的 布 罗 卡 点 ， 且 
ZPAC = LPCB = LPBAh, 如 何 求 三 条 布 罗 
卡 线段 PA、PB、PC 的 长 度 呢 ? 

解 :如 图 3, 由 探究 三 的 向 量 等 式 知 SAPBc : 
总 : 亢 ， 则 BA : 
41C = SApaB : SAphc = 02 : bY, 由 斯 图 瓦 
尔 特 定理 得 AB? 二 a2AC? = (a? 十 好 )443 十 
a2b2 BO? bVa2c2 + 02c2 十 a202 2202 
2 二 ，, 放 443 一 tb 





1 
SAPAG : SAPAB = 误 : 





又 由 P41 : 44i = SApBc : 9A4BC 易 得 
be? 
PA = 一 一 一 一 
BT et ob’ 
A 
C1 局 
B Ail CO 
图 3 
2 
PB = 一 一 一生 一 一 一 一 ， 
同 理 PB pT 
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b2 + be? 二 cao? 
PA+PB+PC = 0 To TE 
7 VG TD ah 
例 10 点 PP 是 人 ABC 的 布 罗 卡 点 ， 且 


LZPAC = LPCB = LPBA, BC = 1, AC = 
V3, AB = 2, 求 三 条 布 罗 卡 线段 PA、PB、 PC 
的 长 度 之 和 |. 

解 :由 探究 四 易 知 PA+ PB + PC 

_ ob?+bet+ca _ 5+ 4V3 

Q2C2 十 b2c2 + a2b2 V19 | 

探究 五 : A4BC 的 布 罗 卡 角 w 与 三 个 差 角 
(4 一 Q(B 一 Q)、(C 一 Qa) 有 怎样 的 关系 呢 ? 

5.1 点 已 是 A4BC 内 一 点 ，LPHAC = 
LPCB = LPBA = a, 求证 : sin? @ = sin(A — 
Q) sin(B — a)sin(C — oa) 

证 : 如 图 2, 由 sin(4 一 al) = 元， sin(B 一 


a) = 55, sin(C - oj = 芭 , 三 个 等 式 相 科 


PE _ PF _ PD 另 得 结论 成 


并 结合 sina 一 4 一 PB“ pC’ 多 
立 ( 亦 可 由 角 元 塞 瓦 定理 直接 得 证 ). 

2 点 是 人 ABC 内 一 点 LPAC = 
LZPOB = LPBA = o, 则 os < (A -oa)(B-— 
Qa)(C — a). 


证 : 考虑 函数 F(z) = In = 在 (0,7) 上 的 
中 性 , 由 f(z) 二 5 


二 一 cotz > 0, 六 (cz) = -一 一 
1 


sin’ 2 
一 让 > 0 结合 % < 





3 得 f(o) < (和 
3a+ (A—a)+(B-a)+(C—a) 
(++ + ) < 
3fl) + F(A)+fB- a)+fO-o) 
3(o) + fA- +f(B -otfO 0) 


代入 函数 F(z) = In 二 中 展开 , 即 得 


a ) < (4—)(B-o)(C—o) 
sina) ~sin(A— oa)sin(B— a)sin(C 一 ao) 

由 探究 5.1 结 论 , 易 得 a3 < (A 一 a)(B 一 
alj(C 一 0), 当 且 仅 当 = B=C=3， ca 一 
等 导 成 立 . 

例 11 点 P 是 人 4BC 内 一 点 ，LPAC = 
ZPCB = LPBAh = a, 试 比较 2a 与 YABC 
的 大 小 . 

解 : 由 探究 5.2 知 0 





< (A4—a)(B—a)(C 
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一 道 三 角形 探究 问题 的 探索 和 研究 


314200 浙江 省 平湖 市 新 华 爱 心 高 级 中 学 毛 良 忠 


笔者 最 近 遇 到 一 道 初中 数学 探究 题 , 刚 拿 到 
题 时 感 党 题目 亲切 、 邹 悉 , 但 再 深入 探究 时 竟然 
困难 重重 , 折腾 了 半 小 时 后 才 有 点 眉目 , 在 深入 
思考 后 又 发 现 了 一 些 有 趣 的 结论 , 下 面 将 自己 探 
究 解决 问题 的 历程 呈现 出 来 . 

探究 问题 :已 知 锐角 三 角形 人 4BC 三 边 满 足 
BC > AC > 4B, 现 将 人 人 ABC 补 成 长 方形 , 使 
得 人 ABC 的 两 个 顶点 为 长 方形 的 两 个 端点 , 第 
三 个 顶点 落 在 长 方形 这 一 边 的 对 边 上 , 这 样 的 
长 方形 可 以 画 几 个 , 所 画 的 长 方形 中 哪个 周 长 最 
小 ? 

如 何 解决 这 个 问题 呢 ? 最 初 的 反应 就 是 先 
将 问题 转化 为 能 进行 实际 说 理 运 算 的 数学 问题 
一 这 往往 是 学 生 最 头疼 的 地 方 , 特别 是 低 年 级 
学 生 , 他 们 习惯 于 感性 认识 , 习惯 于 画 画 、 看 看 、 
比比 中 作 数 学 , 不 会 用 数学 的 眼光 看 问题 





图 1 
最 初 的 想法 ”如果 我 们 将 满足 古 意 的 长 方 
形 称 作 三 角形 的 外 接 和 矩形 的 话 , 则 如 图 1 的 三 个 


A AA Ld 


-oa 故 as < (a(A — a))(a(B - a))(a(C — 
2 2 2 


a)) < (a) (#) (8 , 即 2a < YABG, 


当 且 仅 当 4=B=C = 3 0 = 6 时 等 号 成 立 . 
关于 布 罗 卡 点 ( 角 ) 可 以 探究 的 问题 还 有 很 
多 , 笔者 虞 与 有 兴趣 的 读者 继续 交流 与 探究 ! 


长 方形 就 是 满足 题 意 的 外 接 矩 形 ， 不 难 发 现 外 
接 矩 形 的 周 长 其 实 就 是 三 角形 的 一 边 边 长 与 该 
边 上 高 之 和 的 两 倍 . 设 4 = c, BC = a, 4C = 
六 对 应 的 高 分 别 为 he、ha、hs, 于 是 问题 转化 
为 : 当 C > 5 > c 时 , 如 何 比 较 a 十 hoa、b 十 hs、c 十 
有三 者 的 大 小 关系 呢 ? 

方法 一 : 考虑 到 2Sa4Bc =aXxha=bx 
hy CX he, 出 ho 一 全 46c， h, 一 一人 e2c， 
ho = 一 人 ac 2 ,构造 函数 A(z) = z 十 全 人 aac， 


于 是 问题 转化 为 求 此 函数 的 单调 性 . 对 于 高 中 同 
学 来 说 它 是 染 悉 的 对 色 函 数 , 可 如 何 比 较 a、b、c 
和 x = V259A4Bc 的 大 小 呢 ? 这 样 的 说 理 初中 
生 能 听 慌 吗 ? 面 对 这 些 疑 惑 笔者 不 得 不 先 放弃 这 
个 思路 . 

换 一 种 思路 ”要 比较 大 小 常用 的 方法 就 是 
作 差 比较 , 这 个 方法 初中 生 应 该 是 能 接受 的 , 不 
妨 一 试 : 

方法 二 : 我 们 先 比较 (a 二 ha) 一 (6+ 及) 


(Gb)+ 2SA4BC _ ee ) 
0 b 


a0 — 2SAABG 
=- (0-0 (ee ) 
由 于 人 4BC 是 锐角 三 角形 , 故 

SAABC = 30b x sinC < 地 ab， 

所 以 < 十 六 > b+ ho. 

同 理 b 十 ho > ec 十 六 

由 此 知 锐角 三 角形 的 外 接 矩 形 中 以 最 小 边 


叫 范 端 喜 . 一 道 2011 年 北大 保送 生 考 试题 
的 多 种 解法 [J]. 数学 教学 , 2011 (9): 38-40. 

四 人 态 斌 , 汉 志 刚 主编 . 数学 奥林匹克 一 讲 一 
练 (高 一 年 级 )[M]. 上 海 : 上 海 科学 普及 出 版 社 ， 
2002. 7. 
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为 边 所 画 的 外 接 和 矩形 周 长 最 小 .问题 得 到 了 解 
决 , 可 出 现 了 含 三 角 函 数 的 面积 公式 , 能 不 能 回 
避 面 积 呢 ? 

盯 住 条 件 & Xx ho = bx hs =c X he, 能 否 将 
相关 字母 转化 ?可 以 一 试 ! 

方法 三 : 由 于 (& 十 ho) 一 (b+ 有 hs) 


= (ga—b)+ (ho — he) 

利用 直角 三 角形 边 的 关系 易 知 ha < 65, 所 以 
a+ ha > b+ hs. 

同 理 5 十 hp> c+he. 

由 此 知 锐角 三 角形 的 外 接手 形 中 以 最 小 边 
为 边 所 画 的 外 接 和 矩形 周 长 最 小 .此 解法 借助 直 
角 三 角形 斜 边 和 直角 边 的 关系 , 使 得 两 组 数值 作 
差 比较 大 小 成 功 , 所 用 的 知识 浅显 易 伐 , 是 初中 
学 生 能 接受 的 , 这 也 许 就 是 命题 老师 的 理想 解法 
吧 , 

在 方法 二 中 我 们 用 到 了 面积 公式 , 其 实 如 果 
借用 三 角 函 数 可 更 简便 求解 . 

方法 四 : 由 于 季节 =sin OC, 所 以 

(a+ ha)— (b+ hs) 

= (a+bsinC)— (b+oasink) 

= {a—b)(1— sinO), 

由 于 人 4BC 是 锐角 三 角形 , 故 sinC < 1 
因此 a 十 P > 0b 十 hp. 

同 理 可 证 0 十 hop > c++ he. 

如 此 简洁 的 证 明 过 程 , 应 该 感谢 三 角 函 数 的 
介入 . 正如 张 景 中 院士 所 言 : “数学 课程 中 三 角 
至 关 重 要 , 三 角 是 联系 几何 和 代数 的 一 座 桥 染 ， 
. 沟通 初等 数学 和 高 等 数学 的 一 条 通道 三 角 下 
放 , 全 盘 皆 活 . 

让 我 们 重新 回 到 最 初 的 想法 看 看 方法 一 是 
否 可 行 : 

如 果 我 们 能 够 得 到 最 小 边 c > V2SA4sc， 
就 可 以 利用 对 多 函数 的 单调 性 顺利 解决 问题 . 要 
得 到 c > V23A4Bc, 即 转化 为 3C* > SA4Bc 
= 3acsin B, 也 就 是 要 说 明 c > asin B, 但 这 个 
结论 在 锐角 三 角形 中 不 一 定 成 立 , 也 就 是 说 , 要 
通过 对 勾 函 数 的 单调 性 证 明 是 有 困难 的 . 

至 此 我 们 对 这 个 问题 有 了 较 满意 的 解答 , 并 


且 得 到 了 一 个 结论 : 锐角 三 角形 的 外 接 和 矩形 中 以 
最 小 边 所 画 的 外 接 和 矩形 的 周 长 最 小 . ………… (*) 

著名 数学 大 师 波 利 亚 曾 告 诚 我 们 学 习 数 学 
要 学 会 回顾 , 不 然 就 似 入 室 山 而 空 返 . 进一步 的 
思考 探究 : 你 能 提出 一 个 与 它 相 类 似 的 问题 吗 ? 

探究 一 : 已 知 锐角 三 角形 A4BC 三 边 满足 
BC > AC > hB, 现 将 人 4BC 补 成 平行 四 边 
形 , 使 得 人 4BC 的 两 个 顶点 为 平行 四 边 形 的 两 
个 端点 , 第 三 个 顶点 落 在 平行 四 边 形 这 一 边 的 对 
边 上 , 这 样 的 平行 四 边 形 可 以 画 几 个 , 所 面 的 平 
行 四 边 形 中 于 个 周 长 最 小 ? 

分 析 : 如 图 2, 满足 题 意 的 外 接 平行 四 边 形 有 
无 数 个 , 由 于 平行 四 边 形 的 边 长 大 于 等 于 三 角形 
和 人 ABC 的 高 A 日 的 长 , 故 所 画 的 外 接 平行 四 边 
形 中 周 长 最 小 的 仍 是 以 最 小 边 为 一 边 所 画 的 外 
接 和 矩形 . 





B HH C 
图 2 
原 题 中 的 外 接 和 矩形 在 视觉 上 给 人 一 种 感觉 
是 所 画 的 矩形 将 三 角形 闭 盖 住 了 , 这 让 人 想到 下 
面 的 问题 : 
探究 二 : 能 否 找到 一 个 面积 最 小 的 矩形 使 得 
它 将 锐角 三 角形 人 4BC 宛 全 改 盖 . 
分 析 : 用 矩形 纸 片 徐 盖 三 角形 图 形 , 常见 类 
型 如 下 图 3 ~ 图 5, 显然 图 4 的 矩形 面积 小 于 图 3 
A 


/ 
本 


名 


ww 





by 
QO 
Wy 
| 


图 5 图 6 
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I5 折 黄金 矩形 


238321 安徽 省 无 为 县 白 范 中 心 学 校 侈 受 关 


黄金 分 割 是 几何 中 的 著名 问题 , 在 古代 就 引 
起 了 重视 , 古 希 腊 数 学 家 欧 多 克 斯 (公元 前 408 
年 一 前 355 年 ) 也 曾 研究 过 这 个 问题 . 黄金 分 割 
被 广泛 地 用 在 设计 中 , 比如 黄金 矩形 , 就 是 黄金 
分 割 在 设计 中 的 一 个 主要 应 用 . 设计 建筑 物 、 工 
艺 品 、 日 常用 品 等 用 到 矩形 时 , 若 设计 成 黄金 矩 
形 , 容易 让 人 们 感到 美 与 和 谐 . 那么 如 何 才能 得 
到 黄金 矩形 呢 ? 

人 们 一 般 通 过 作 图 得 到 黄金 比 , 从 而 得 到 黄 
金 矩 形 , 过 程 较 为 烦琐 但 很 精确 ， 除 此 以 外 , 我 
们 还 可 以 通过 折纸 的 方法 巧妙 、 快 速 地 得 到 黄 
金 矩 形 . 


AY 


和 矩形 的 面积 , 我 们 如 果 能 证 明 图 5 的 矩形 面积 是 
最 小 的 , 问题 就 得 到 解决 . 

如 图 6, 不 妨 设 人 LABC = a, LCBE = z, 
则 Z4BD = 90° 一 a 一 z. 由 外 接 矩 形 易 得 

BE = a.:coszx, BD = c-cos(90° 一 Ga 一 
Z) =c. sin(a + 2). 

矩形 一 BD x BE = accosz .sin(a 十 2) 

一 >aclsin(2z 十 oj 十 sin al. 
由 于 0? < x 专 90° 一 ,所 以 a 元 27+ 芯 
180° 一 , 因此 当 z = 0? 或 90。 一 a, 即 矩 形 的 边 
与 三 角形 一 边 重 合 时 , 外 接 和 矩形 面积 最 小 . 结合 
结论 (*), 当 锐 角 三 角形 的 最 小 边 恰好 是 外 接 矩 
形 的 一 边 时 , 所 得 的 灯 闵 三 角形 的 矩形 面积 最 小 
且 局 长 最 小 . 

如 果 所 作 的 矩形 是 在 三 角形 内 部 , 又 会 有 什 
么 发 现 呢 ? 

探究 三 : 能 和 否 在 给 定 的 锐角 三 角形 中 前 出 面 
积 最 大 的 和 矩形? 请 设计 裁剪 方法 . 

如 果 我 们 将 四 个 顶点 均 在 三 角形 的 边 上 的 
矩形 称 作 三 角形 的 内 接 窍 形 , 下 面 我 们 重点 研 
完 一 边 在 三 角形 边 上 的 内 接 和 矩 形 的 情形 .如 图 


折纸 是 常见 的 民间 传统 手工 艺术 之 一 , 民间 
艺人 能 折 出 许多 精美 绝伦 的 作品 , 其 中 也 有 一 
些 特殊 的 几何 图 形 . 人 民 教 育 出 版 社 初 中 《 数 
学 》 将 "用 折纸 的 方法 得 到 黄金 矩形 ”作为 "数学 
活动 "之 一 , 意 在 通过 这 一 数学 活动 将 数学 知识 
与 折纸 这 项 民间 艺术 紧密 结合 起 来 , 更 加 突出 数 
学 及 其 应 用 价值 折 黄金 矩形 , 看 似 简单 , 但 如 
来 不 能 领会 其 实质 , 即使 能 模仿 地 折 出 黄金 矩形 ， 
也 未 必 就 是 真正 的 会 了 . 但 只 要 教 法 得 当 , 学 生 
不 仅 能 快捷 通过 折纸 得 到 黄金 矩形 , 并 且 方 法 多 
样 . 

下 面 介绍 笔者 是 如 何 教学 生 *“ 用 折纸 的 方法 


rr | 


7, 假设 矩形 BGHR 内 接 于 三 角形 ABC, 设 BC 
边 长 为 4, BC 边 上 的 高 长 ha, 矩形 一 边 EG = 


z, 由 三 角形 相似 得 人 = “一 故 EF = 
eo). 所 以 Sjs 形 一 se — os 因此 当 


z = 学 时, 内 接 矩 形 面 积 最 大 为 二 SAasc, 此 


时 名 、 卫 分别 为 三 角形 两 边 的 中 点 . 
M 4 N 


BGD HH ©C 
7 
邵 果 我 们 将 锐角 三 角形 的 最 小 猎 盖 矩形 和 
最 大 内 接 抑 形 都 画 出 来 , 你 会 惊奇 地 发 现 它 们 居 
然 是 相似 的 矩形 , 一 大 一 小 竞 然 如 此 地 和 谐 , 它 
让 我 们 再 一 次 感受 到 了 数学 的 魅力 . 同样 , 在 刚 
才 的 数学 问题 研究 过 程 中 , 我 们 也 充分 体会 到 学 
习 的 乐趣 一 原来 数学 就 在 我 们 身边 , 数学 也 可 
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得 到 黄金 矩形 的 . 
教学 时 , 笔者 首先 向 学 生 介绍 , 黄金 矩形 宽 


与 长 的 数量 关系 , 我 们 把 宽 与 长 的 比 为 
的 矩形 叫做 黄金 矩形 ， 这 样 就 由 折 黄 金 失 形变 
为 折 出 长 为 VB 的 线段 

于 是 , 笔者 设计 了 这 样 的 步 允 

Q 请 学 生 在 方 格 纸 中 先 画 出 长 为 VB 的 线 
段 . 

@ 引导 学 生 将 矩形 纸 片 折 成 我 们 要 的 方 格 
纸 (将 矩形 的 宽 视 为 3) 

@ 在 方 格 纸 上 折 出 长 V5 的 线段 ， 如 图 1， 
先 折 基 得 到 正方 形 4BBl 4i， 再 把 正方 形 折 成 
两 个 全 等 的 矩形 , 若 设 4B = 2 则 BD = V5 
(图 1 中 车 连结 4C、Ah1C、B1D, 它们 的 长 都 是 
vB 

(小 组 内 交流 , 做 到 人 人 能 折 出 长 为 V5 的 线 
民 ) 





图 1 


@ 在 全 体 学 生 都 能 折 出 长 为 V5 线 段 之 后 ， 
簿 让 学 生 折合 出 长 为 V5 一 1 的 线段 (如 将 图 1 
和 矩形 的 对 角 线 BD 折 到 图 中 所 示 的 BF 处 则 
CF = V5 - 1)， 这 是 我 们 要 折合 出 黄金 害 形 
的 重要 步 又 之 一 . 

由 于 有 了 上 述 的 知识 准备 , 折纸 过 程 中 , 学 
生 有 了 多 种 不 同 的 折合 方法 - 

方法 一 

第 一 步 : 在 一 张 矩 形 纸 片 的 一 端 , 利用 图 2 的 
方法 折 出 一 个 正方 形 , 然后 把 纸 片 展 平 . 

4 


41 A DA 





BCB 
图 2 图 3 


第 二 步 : 如 图 3, 把 这 个 正方 形 折 成 两 个 全 等 
的 矩形 , 再 把 纸 片 展 平 . 


数学 教学 


9-23 
第 三 步 : 折 外 侧 和 矩形 4BCD 的 对 角 线 BD 
(图 4), 前 三 步 实 质 上 是 折 出 长 为 V5 的 线段 . 


ADA 


BCB 
4 
第 四 步 : 将 BD 折 到 图 5 中 所 示 的 DE 处 , 展 
平 纸 片 , 这 时 A1B = V5 一 1, 按照 得 到 的 点 
折 出 BF. 矩 形 A1Bi1FE 就 是 黄金 矩形 (图 6). 


A A: BE 





B Bi1 FF 

图 6 
证 明 : 若 设 4B = 2, 则 A41B! = EF = 
AB =2, DE = BD = V5, 所 以 A1E = V5— 


1, 宽 与 长 的 比 为 V5— ,矩形 A1B1FE 是 黄金 
矩形 (后 面 各 折 笃 方法 的 证 明 略 ). 

方法 二 

前 三 步 与 方法 一 相同 , 折 出 长 为 V5 的 线段 
BD( 图 4). 

第 四 步 :将 BD 折 到 图 7 中 所 示 的 BF 处 . 展 
平 纸 片 , 这 时 CF = V5 一 1, 按照 得 到 的 点 下 折 
出 古书 , 矩形 CDBR 就 是 黄金 矩形 (图 8). 








方法 三 

前 三 步 与 方法 一 相同 , 折 出 长 为 V5 的 线段 
BD {图 44). 

第 四 步 : 将 DA4 折 到 图 9 中 所 示 的 DG 处 ,得 


点 G. 
第 五 步 : 将 BG 折 到 图 10 所 示 的 BF 处 , 得 
点 ,这 时 BF = BG = V5 一 1, 展 平 纸 片 按照 
得 到 的 点 已 折 出 五 忆 矩 形 BB1EF 就 是 黄金 窍 
形 ( 图 11). 


4 DAi 






BOR 
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方法 四 
前 两 步 与 方法 一 的 前 两 步 相同 , 折 出 正方 形 


ABB1 Ai. 
第 三 步 : 折 出 外 侧 和 矩形 ABCD 的 对 角 线 
4C, 则 4C = V5( 图 12). 





ADAi 
BCOB: 
图 12 
A A EE 
B B1 FF 
图 13 图 14 


第 四 步 : 把 CA4A 折 到 图 13 中 所 示 的 CF 处 , 这 
时 BF = V5 一 1, 展 平 纸 片 , 按照 得 到 的 点 下 
折 出 FE, 矩形 A1B1FE 就 是 黄金 矩形 (图 14). 

方法 五 

前 两 步 与 方法 一 的 相同 ， 
ABB!IAi. 

”第 三 步 : 折 内 侧 矩 形 的 对 角 线 C4, 则 CAi 

二 V5( 图 15): 


折 出 正方 形 


第 四 步 : 把 C41 折 到 图 16 中 所 示 4 M 的 处 ， 
骨 将 DAi 拆 到 图 16 的 AiB 处 ,这 时 EM 一 V5 一 
1, 展 平 纸 片 , 按照 得 到 的 点 JM 折 出 MN, 按照 得 
到 的 点 瑟 折 出 EF, 矩形 已 PNAM 就 是 黄金 矩形 
(图 17). 





A.D. A 已 AM 
BCBI B F N 
图 16 17 
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方法 六 
课本 给 出 的 一 种 折 装 方法 . 
前 三 步 与 方法 五 的 相同 , 折 出 长 为 V5 的 线 
段 CAi. 

第 四 步 : 把 C4i 折 到 图 18 中 所 示 的 CF 处 ， 
这 时 Bi1F = V5 一 1, 展 平 纸 片 , 按照 所 得 的 点 下 
折 出 FE, 矩形 41BiFE 就 是 黄金 矩形 (图 19). 





及 A E 
B B!: FF 
图 18 图 19 


其 实 , 图 6 中 的 矩形 4 已 RE、 图 14 中 的 和 矩形 
ABFE、 图 19 中 的 矩形 4BEFE 都 是 宽 为 2, 长 
为 V5+ 1 的 黄金 矩形 , 宽 与 长 的 比 也 是 光一 !， 

可 见 , 学 生 不 仅 能 通过 折纸 得 到 黄金 矩形 ， 
而 且 折 丢 方 法 多 种 多 样 . 

折合 黄金 矩形 的 活动 激励 了 参与 的 每 个 学 
生 , 并 给 予 学 生 认 真 观察 , 广泛 联想 , 多 方向 、 多 
角度 、 多 层次 去 思考 的 机 会 . 在 折纸 过 程 中 让 
学 生体 会 到 数学 研究 中 的 办 法 , 能 通过 观察 、 尝 
试 、 转 移 、 类 推 等 途径 去 认识 到 其 中 的 数学 原 
理 , 参与 到 力所能及 的 探索 中 , 同时 也 让 学 生 形 
成 一 种 “正确 的 答案 或 解 古方 法 可 能 不 止 一 种 * 
的 数学 观 . 

自己 会 , 或 只 教会 少数 人 , 这 不 是 教学 的 最 
高 目标 , 让 全 体 学 生 学 到 学 习 的 方法 , 并 乐意 参 
与 到 学 习 中 去 , 这 是 现代 教学 理念 所 提倡 的 , 笔 
者 坚信 这 一 理念 , 并 将 它 用 到 课堂 教学 实践 , 使 
枯燥 的 数学 课堂 变 得 轻松 、 活 泌 , 学 生 们 变 得 爱 
学 、 乐 学 、 并 积极 主动 地 参与 到 学 习 的 过 程 中 
去 . 学 生 的 智慧 在 课堂 上 得 以 施展 , 并 能 展示 他 
们 非凡 的 才华 .本 节 课 就 为 我 们 提供 了 大 量 不 
同 的 折 黄 爹 矩 形 的 方法 , 还 有 类 似 于 方法 一 与 方 
法 四 的 方法 , 是 按 不 同 的 对 角 线 折 玛 的, 这 里 就 
不 累 效 . 

由 于 水 平 有 限 , 不 妥 不 足 之 处 敬 请 大 家 批评 
指正 . 

参考 文献 
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2009. 
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三 角形 的 周 长 和 面积 平分 线 


441035 湖北 省 襄阳 市 樊城 区 牛首 镇 竹 条 一 中 彭 洁 合 兴 起 


本 文 将 首先 证 明 三 角形 的 周 长 和 面积 平分 
线 一 定 经 过 此 三 角形 的 内 心 ; 其 次 通过 尺 规 作 图 
证 明 过 三 角形 内 心 的 一 条 直线 只 要 平分 了 周 长 
也 就 必然 平分 面积 ; 同样 可 以 证 明 过 内 心 的 一 条 
直线 平分 面积 也 必然 平分 周 长 , 它们 互 为 充 要 条 
件 . 

先 看 下 面 一 道 例题 

例 1 (1996 年 全 国 初中 数学 联赛 试题 ) 如 果 
一 个 三 角形 的 面积 和 周 长 都 被 一 直线 所 平分 , 那 
么 该 直线 必 通 过 这 个 三 角形 的 ……………… ( ) 

(A) 内 心 ; (B) 外 心 ; (〈(C) 重心 ; (D) 重心 . 

分 析 : 当 该 直线 过 三 角形 的 顶点 时 , 三 角形 
是 等 腰 三 角形 , 这 条 直线 ( 称 具 有 这 样 特征 的 直 
线 为 三 角形 的 局 积 平分 线 ) 是 底 边 的 中 垂 线 , 显 
然 它 过 内 心 、 外 心 .重心 和 重心 . 

当 该 直线 不 过 三 角形 的 顶点 时 , 结论: 三 角 
形 的 周 积 平分 线 , 一 定 经 过 此 三 角形 的 内 心 ， 

证 明 : 如 图 1, 设 GH 为 AABC 的 一 条 周 积 
平分 线 , 了 为 人 ABC 的 内 心 , 令 人 4BC 的 内 切 
圆 半径 为 7. 





图 1 


不 失 一 般 性 , 设 A4BC 的 三 边 长 为 o bo 
三 边 两 两 互 不 相等 , 记 i(a+b+o =p, GH 
两 点 分 别 在 边 4B、AC 上 . 

AG + AH = (十 5 十 9 =p. 

连结 PA、PB、PC、PG、PH, 则 


SAAGH = SA4BC 


一 (SAPBc + SAPAGC + SAPAB) 


-1/1l 二 1 
=3 (Bor+ Bor+ Ber) 
1 


lxi 1 
=3X 3 (0+ b+ or opr 


义 “SWI 边 形 AGPH 二 SAPAG + SAPAH 二 


1 1 -1 
3AG +23AH "= Pr, 


.eo 四边形 4GPH = SAAGH: 

“GQG、P、 且 三 点 共 线 , 即 G 瑟 经 过 点 了 . 

可 见 , 任意 一 个 三 角形 , 它 至 少 存在 一 条 周 
积 平分 线 , 最 多 有 三 条 周 积 平分 线 (如 等 边 三 角 
形 ). 这 些 周 积 平分 线 必 过 此 三 角形 的 内 心 . 

下 文 将 侧重 展示 过 三 角形 内 心平 分 三 角形 
面积 和 过 三 角形 内 心平 分 三 角形 的 周 长 的 周 积 
平分 线 的 尺 规 作 图 法 . 

若 三 角形 是 等 肢 三 角形 , 那么 它 的 一 条 周 积 
平分 线 过 它 的 顶 角 顶点 和 底 边 中 点 . 

下 面 笔者 把 研究 的 重心 放 在 三 边 互 不 相等 
的 三 角形 上 : 

1. 过 内 心 己 作 一 直线 , 使 该 直线 将 SAAaBc 
的 面积 平分 为 二 等 分 (如 图 2). 

A 





图 2 


作法 : 由 取 AC 的 中 点 D, 作 SA465BEco 
SA4PD (两 个 三 角形 所 处 的 位 置 犹 如 绕 点 4 发 
生 了 位 似 旋 转变 换 ), A、P、 EE 三 点 在 一 直线 上 :; 

@@ 再 作 PE 的 垂直 平分 线 并 且 在 该 垂直 平 
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分 线 上 取 一 点 0, 使 和 POE = ZLB4C: 
@ 以 O 为 贺 心 , OP 为 半径 作 图, 该 圆 与 4B 
相交 于 点 G ( 取 与 4 点 较 远 的 交点 ), 则 由 P、G 两 
点 所 确定 的 直线 平分 A4BC 的 面积 . 
注意 : @ 作 A4PD 时 , 要 让 4P > 4D; @ 
以 0 为 圆心 ，O 了 为 半径 作 圆 ,该 圆 在 边 4 忆 上 
要 有 交点 (与 4 点 较 远 的 交点 G 必 须 在 线段 4 刀 
上 ), 如 果 不 能 满足 这 两 点 , 就 换 另 外 两 个 顶点 或 
中 点 试 试 . 
证 明 : 由 和 人 4BEco 人 APD 可 得 
AD.AB = AP. AB. .re (1) 
ZPAB = LPAD, 设 直线 GP 与 4C 的 交点 为 
鳌 , 因 己 、 吾 、G 三 点 共 圆 , 所 以 2 已 所 对 的 圆周 
角 LPGE = 3LPOE — 34BAC = LPAC = 
LZPAB, 所 LAPH = LAGP + LPAB = 
LAGP+LPGE=LAGE, 很 容易 证 明 AAGE 
co 人 APH, 由 此 可 得 4G.A 及 = AP.AE. 结合 
(1) 式 可 知道 4D.4B = 4G.ANH,， 从 而 有 34D- 


ABsin LBAC = 34G-AH sin ZBAC. 由 于 点 
DD 是 AC 的 中 点 ， 所 以 有 34D-ABsin ZBACG = 


3SAnnc 即 3AG x AH sin LBAC= SSAnse, 
故 直 线 G 肪 平分 人 AABC 的 面积 . 

那么 , G 豆 平分 AA4BC 的 周 长 吗 ? 

因为 P 为 A 人 AABC 的 内 心 , 所 以 令 人 4BC 的 
肉 切 圆 半径 为 >( 即 已 点 到 A4BC 的 三 边 的 距 
离 ), 可 得 Sason 一 3AG-r+3AH7, Saasc 一 


3AB.r+3BC-r+3ACr. 又 因 SA,o, = 


2SAaec, 所 以 有 AG + AH = (4B+BC+ 


4C), 故 直线 GH 也 平分 人 ABC 的 周 长 . 
2. 过 内 心 卫 作 一 直线 , 使 该 直线 将 人 4BC 
的 周 长 平 分 为 两 等 份 ( 如 图 3). 
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@ 分 别 在 边 4B、4C 或 其 延长 线 上 截取 
AD、AF, 使 AD= AF = AB+ BC+AC. 


@ 分 别 过 点 万 作 直 线 4 有 的 垂 线 与 CBAC 
的 平分 线 .4 已 相 交 于 点 已, 连结 BF, 易 证 BF 1 
AC, ED = EF. 

@ 以 PE 为 弦 、3LBAC 为 关 周 角 作 贺 , 与 
AB 相 交 于 点 G ( 取 与 4 点 较 远 的 交点 ); 

@ 由 P、G 两 点 所 确定 的 直线 与 4C 的 交点 
为 及 , GE 平分 A4BC 的 周 长 . 

证 明 : 连结 BG、 BEB, 因为 <PGE= 人 LPAC,， 
所 以 点 4A、G、B、 五 四 点 共 凡 , 于 是 DG = 
ZFHE. 义 因 为 LEDG = 人 EFH = 90°*, ED 
二 FP， 所 以 人 BDG 张 人 BFH， 这 样 就 得 到 
DG = FH, 这 样 AG 填 AH = AD+AF = 
4 和 ++AC 因此 直线 G 到 平分 AABC 的 
周 长 . 

那么 , G 刀 平分 A4BC 的 面积 吗 ? 

因为 已 为 A4BC 的 内 心 , 所 以 令 A4BC 的 
肉 切 圆 半径 为 * ( 即 卫 点 到 人 ABC 的 三 边 的 距 
离 ), 可 得 SAacr = 3AG.r+ 3AH”, SAABC 


= 3AB.r+3BCr+3AC. 又 因 AG+AH = 


43+8C+AC, 所 以 有 SAacH = 3SAABC, 


故 直 线 G 且 也 平分 AABC 的 面积 . 

综 上 所 述 , 三 角形 的 周 积 平 分 线 必 过 它 的 内 
心 ; 过 三 角形 内 心 的 一 条 直线 平分 周 长 也 必然 平 
分 面积 ; 过 三 角形 内 心 的 一 条 直线 平分 面积 也 必 
然 平分 周 长 . 

另外 , 本文 所 阐述 的 过 三 角形 内 心平 分 周 
长 的 方法 , 可 以 推广 到 : 过 三 角形 内 任意 一 点 作 
平分 周 长 的 直线 (提示 : 如 图 4, P 是 人 4BC 内 
任意 一 点 ， 4 五 是 CBA4C 的 平分 线 ， 人 LPGE = 
LBAC), 这 个 问题 留 给 读者 验证 . 
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向 量 证 法 转化 成 纯 几 何 证 明 


430079 湖北 省 武汉 市 华中 师范 大 学 国家 数字 化 学 习 工程 技术 研究 中 心 彭 合成 


笔者 与 张 景 中 先生 合 著 的 《 线 来 绕 去 的 向 其 
法 》 一 书 出 版 后 , 收 到 不 少 读者 的 来 信 . 一 位 初中 
老师 来 信 说: 向 量 法 在 解 几 何 题 时 有 其 优势 , 但 
需要 用 到 平面 向 量 基本 定理 . 向 量 内 积 等 知识 ， 
虽然 这 些 知 识 的 难度 不 大 , 初中 生 可 以 接受 , 但 
毕 况 超 网 ; 而 学 生 进 入 高 中 之 后 , 却 很 少 遇 到 平 
面 几何 题 了 , 向 量 法 的 优势 难以 显现 . 

针对 这 位 教师 的 看 法 , 笔者 认为 最 好 是 进行 
教材 改革 , 像 上 海地 区 一 样 在 初中 阶段 学 习 向 量 . 
而 在 教材 没有 改革 之 前 , 问 量 法 如 何 更 大 可 能 地 
发 挥 作用 ? 笔者 进行 了 思考 和 探究 . 

解 几何 题 , 关键 在 于 辅助 线 的 添加 . 即使 是 
解 题 经 验 十 分 丰富 的 老 教师 , 在 做 一 道 新 题目 时 ， 
也 不 敢 保 证 一 次 就 能 成 功 找 出 解 题 的 辅助 线 , 只 
能 凭 经 验 去 尝试 . 通常 , 辅助 线 只 逢 简单 地 连结 
一 两 条 线 , 但 有 时 就 是 这 样 折磨 人 , 在 眼皮 底下 
却 看 不 出 来 . 

经 笔者 研究 发 现 , 向 量 法 解 几何 题 很 大 程度 
上 能 避免 辅助 线 的 添加 , 因为 不 像 纯 几何 方法 那 
样 需要 构造 全 等 或 相似 形 . 这 方面 已 经 有 大 是 
例子 (请 参看 《 绕 来 绕 去 的 向 量 法 》). 其 实 , 向 量 
法 与 纯 几何 证 明 并 不 是 对 立 的 ,本文 将 介绍 如 
何 利用 向 量 解 题 引出 辅助 线 的 构造 , 从 而 将 向 量 
证 法 转化 成 纯 几 何 证 明 . 

例 1 如 图 1, 在 直角 和信 4BC 的 斜 边 4B 上 
向 形 外 作 正 方形 4BPQ. 设 c = <4CQ, 6 = 
LQ@CP, ”Y= LPCB, 证 明 

cos P = cos C . COs”Y. 

分 析 : 此 题 容易 想到 用 余弦 定理 ， cosp = 
cos a : cos y 等 价 于 + 
_CA+C8— AQ CB?+OCP?— PB? 

2C4 2CB ' 
接 下 来 怎么 办 就 让 人 为 难 了 . 若 使 用 向 量 内 积 


形式 ， 则 会 给 我 们 前 进 的 提示 . cos B= cosQ . 
cosy 等 从 于 CE CE - C4.54 0B.02 
’ GQ:CP CA.CQ CB.CP’ 
O02 .O06 和 CB .CB 的 投影 如 何 进行 呢 ? 这 启 
示 我 们 可 以 作 重 线段 . 
Q 














C $ 5C BN 
图 1 图 2 
证 明 : 如 图 2, 设 点 @ 在 CA 上 的 投影 为 点 
M, 点 PP 在 CB 上 的 投影 为 点 六 , 连结 线段 之 后 ， 
此 时 意外 地 出 现 了 勾 股 弦 图 , 使 得 解 题 变 得 非常 
简单 
cos B 二 cos Qa : cos 等 价 于 
0. 本 CG 项 .未 
CQ'CP™ GACQ CB.CP’ 
(CHM + MG). (CN + NP) 
化 为 CQ@:CP 
_ 区. 砚 区 芒 
CA:CQO CB.CP’ 
化 CM NP+MG.CN 
CQ:CP 
_ CA.CM CB:CN 
CA.C@ CEB.CP: 
化 为 CM .NP+-MQ:.CN=CM.CN. 
根据 勾 股 弦 图 的 性 质 , 此 式 显 然 成 立 . 
转化 成 纯 几 何 证 明 : 设 CB=a,C4=b, 根 
据 勾 股 弦 图 的 性 质 ， 
at+b a+b 
CE CCP’ 
COQ? + CP?— QP? 
2C0C@W.CP 























cos CQ .COS 了 一 


cos B= 


9-28 
“+ (a+b)2+D+(a+0)2 -ob 
2CQ .CCP 

_ (a+b) 

~ CQ.0CP’ 

所 以 cos B = cos Qa: cos’y. 

例 2 如 图 3, 过 A4BC 顶点 C 作 直线 , 分 
别 过 点 4、 已 向 该 直线 作 垂 线段 4C、BP, M 是 
AB 中 点 , 求证 : MP MG. 





让 可 要 证 MP = MG,， 

只 需 证 (MB+ BB) = (MA+ 26), 

即 证 2MB.BP+BP -= 2VA.AG+ 2G 

即 证 2B. BP-+ BB -BA.AC+20, 

即 证 4P .BP = 4G .BC, 

显然 两 者 都 等 于 一 AG . BP. 

此 证 法 完全 避 开 了 辅助 线 . 我 们 从 另 一 个 角 
度 来 证 . ， 

另 证 MP = (MG + GOP) = MG + 
GB 4+2MC.GP, 此 时 需 证 GP. (2 + oF) 
= 0, 我 们 构造 出 2MG 来 , 如 图 4, 延长 GM 至 
点 恕 , 使 得 ME = GM, 则 四 边 形 AGBE 是 平 
行 四 边 形 , BG = 2MC, 而 显然 有 GP . BP = 
0, 命题 成 立 . 

转化 成 纯 几何 证 法 : 延长 GM 至 点 五 , 使 得 
ME = GM， 则 四 边 形 AGBE 是 平行 四 边 形 ， 
EG = 2MG, 根据 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 等 
于 斜 边 的 一 半 , 立刻 可 得 MG = MP. 

例 3 如 图 5, 正方 形 4BCD 中 , BE、F 分 别 


D EB CG 
\ 

F 

4 B 
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是 CD、DA 的 中 点 , 设 BE 交 CF 于 点 P, 求证 : 
AP = AB. » ， 。 
证 明 : AP = (AB+ BP) = AB +BP 


+2AB . BP, 此 时 需 证 BP . (24B 十 BP = 
0, 我 们 构造 出 24B 来 . 如 图 6, 设 CF 与 4B 丙 
直线 交 于 点 K, 则 KB = 24B, 而 由 ACDF 儿 
ABCE 可 得 LKPB = 90°, 于 是 BP.KP = 0， 
命题 成 立 . 

转化 成 纯 几 何 证 法 : 设 CF 与 4B 两 直线 交 
于 点 K, 则 KB = 24B. 由 ACDFE ABC 
可 得 ZKPB = 90°, 根据 直角 三 角形 斜 边 上 的 
中 线 等 于 斜 边 的 一 半 , 立刻 可 得 4P = 4B. 


D E C 
上 ] 
K A B 
图 6 


此 题 有 一 变 式 : 如 图 5, 正方 形 4BCD 中, 下 
是 4D 中 点 ，BP 上 CF 交 CF 于 点 P, 求证 : 
AP = AB. 此 变 式 可 推广 到 平行 四 边 形 . 

例 4 如 图 7, 平行 四 边 形 A4BCD 中 , 下 是 
AD 中 点 , BP 上 CF 交 CF 于 点 P, 求 证 : 4P = 
AB. 


一 一 "_, 2 
证 明 : 4B = (28+ BE) -AB +BP 
+2 了 B .BP, 此 时 需 证 BB . (24B + BB) - 
0, 我 人 ] 构 造 出 24 甩 来 如 图 8, 设 4B 与 CF 两 
直线 交 于 点 KK 则 KB 一 2AB, 而 显然 有 BP . 
= 0, 


KP = 0, 命题 成 立 . 
D CC 
上 /7 A 
~- A B 


8 
转化 成 纯 几 何 证 法 : 设 AB 与 CF 两 直线 交 
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于 点 KK, 则 及 B = 2A4B, 根据 直角 三 角形 斜 边 上 
的 中 线 等 于 斜 边 的 一 半 , 立刻 可 得 4AP = AB. 

BP. (02B + BB) = oF (HH 


+1438) 一 0, 这 可 引出 另 一 种 辅助 线 


另 证 : 如 图 9, 设 BC 中 点 为 RR, 连结 4R, 则 
四 边 形 4RC 是 平行 四 边 形 , 由 平行 线 的 性 质 
可 得 4S 1 BP, PS = SB, 所 以 4P = AB. 
C 


9 

例 5 如 图 10, 已 知 四 边 形 4BCD, 点 4 和 
41 关于 点 妃 对 称 , 点 BB 和 Bi 关于 点 CC 对称 ,点 
C 和 Ci 关于 点 DD 对 称 , 点 D 和 D1 关于 点 4 对 
称 . 

(1)) 点、 Bl、F、 所 分 别 是 边 BC、A1B1、 
4D、DiCi 的 中 点 , 求证 : 四 边 形 BEBELIF 是 平 
行 四 边 形 . 

(2) 如果 探 去 A、B、C、DD 四 点 , 能 否 根 据点 


Ail、 Bl、 C1、 Di 重新 作出 4、 B、 C、 局 四 点 . 
Al 





D1 Fa Cl 
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证 明 : 由 向 重 形式 的 四 边 形 中 位 线 公 式 可 得 

2 万 画 = (BB + BA 十 而 两 

+ (BC+OBi+ BE) = 了 4 + CB 
于 是 

2 万 机 = BA +C0Bi = AB+BC — AC = 
AD 4+ DC = Di4A+G1D = 2 及 六 ,所 以 四 边 形 
El1EiF 是 平行 四 边 形 . 


第 (2) 小 题 这 样 的 作 图 题 , 有 时 是 不 好 入 手 
的 . 我 们 可 以 将 向 量 的 形式 作 一 点 变化 . 例如 M 
是 AB 中 点 , 用 向 量 记 就 是 4 村 = MM 请, 向 基 写 
成 两 点 之 差 就 是 M 一 4 一 B 一 M, 移 项 得 4 二 
B = 2M, 这 就 是 质点 法 里 的 中 点 公式 
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由 点 41、Bi、Q1、 放 和 点 4、B、C、D 
的 关系 可 列 式 
41 十 4=2， 
Bi+B = 2C， 
C1i+C = 2D, 
人 +D=24. 
显然 由 有 、B、C、D 了 DD 推出 Al、Bi、CQ1、 D1 
容易 , 反之 则 要 麻烦 一 些 , 解 方程 的 结果 为 : 
_ 1 4 8 
A= 人 6 和 十 3 1501 + 1501 
8 
B= 1541+ B+ jC + 30 


4 8» ,1 
C=7 1541+ 闻 有 i 十 市 C1 二 高 2D., 


2 
直 D 
i154 十 证 十 车 Ci 十 十 一 1， 


这 些 表 达 式 是 什么 意思 呢 ? 以 C 为 机 如 图 


11, 在 A1B1 上 有 点 KK， 生生 A1K = KB, 


即 扩 是 A1B1 上 上 健 近 Bi 的 三 等 分 点 . 在 C1D1 上 


有 点 M, 且 二 CiM = MD 即 放 是 C1D1 


上 靠近 D1 的 三 等 分 点 ， 则 KM 上 有 点 C, 且 
4 8 12 

( 寺 +&) Kc = (t+ 3 CM, 即 4KC 

二 CM, 即 C 是 KM 上 靠近 瓜 的 五 等 分 点 . 对 质 

点 法 有 兴趣 的 读者 可 参看 《 绕 来 绕 去 的 向 量 法 》. 

Ai 


D= 





人 
D1 Ty | C1 
图 11 
有 了 以 上 的 探索 转化 成 纯 几 何 证 法 是 十 分 


简单 的 . 

转化 成 纯 几 何 证 法 : 第 (1) 小 题 证 明 的 转化 ， 
突破 口 是 2 互 页 = AC = 2 两 也 

如 图 11, 延长 CB 至 点 P 使 得 BP = CB, 则 
人 AhA1BP 八 4BC, 而 EB 是 人 A1B1P 的 中 位 
线 , 所 以 2EE1 PAl AC， 同 理 延 长 AD 至 
点 Q@ 使 得 4D = DQ, 可 得 2FI1F C18 人 AC, 
所 以 四 边 形 BBLIF 是 平行 四 边 形 . 

第 (2) 小 题 的 作法 : 在 A1B1 上 作 千 近 Bi 的 
三 等 分 点 攻 , 在 C1D1 上 作 人 靠近 D1 的 三 等 分 点 
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椭圆 涉及 矩形 的 两 个 性 质 及 引申 
256200 山东 省 邹平 县 教育 局 教研 室 姜 坤 迷 


最 近 笔 者 认真 阅读 了 文 [、[2], 对 其 中 讨论 。 zx 轴 交 于 A、B, 以 4B 为 一 边 作 和 矩形 4BCD, 县 
的 一 些 问题 作 了 深入 思考 , 得 到 了 一 些 结论 , 现 ”|4D| = |BC| = Var, P 是 T 上 异 于 4、B 的 任 
将 其 整理 成 此 文 , 与 大 家 交流 . 本 文 先 给 出 笔者 。 意 一 点 , 直线 DP、CP 分 别 交 Zz 轴 于 点 、 五 , 则 
思考 文 [1] 所 得 的 椭圆 涉及 矩形 的 两 个 性 质 , 然 。” |4FP ++|BEl = |ABl. 


后 将 所 得 结论 引申 到 圆 及 双 了 曲线 中 去 . 笔者 经 过 探究 发 现 关 于 圆 的 性 质 2 对 于 椭圆 
1, 构 圆 涉及 矩形 的 两 个 性 质 及 其 证 明 也 是 成 立 的 , 即 有 有 

” ”在 椭圆 中 有 一 个 涉及 矩形 的 性 质 ( 注 : 将 文 性 质 3 如 图 1, 给 定 桶 加 : 二 十 灰 = 

是 中 研究 的 一 个 轨迹 结论 逆向 化 得 到 ): 1(a > 5 > 0), A、B 是 I 长 轴 的 两 个 端点 ,以 


“”，, wm ZI 大 4B 为 一 边 作 矩 形 4BCD, 且 |4D| = |BC| = 
全 质 1 如 图 1 给 定 铺 圆 ” :5 + 本 一 。 V3, P 是 T 上 异 于 Ah、B 的 任意 一 点 ,直线 DP、 
1(a >b > 0), 4、B 是 长 轴 的 两 个 端点 , 以 AB CP 分 别 交 2% 轴 于 点 BF 则 [AF|? 十 |BE|? = 
为 一 边 作息 形 4BCD, 且 |AD|=|BC|=2b,P 145. 


是 上 异 于 A、B 的 任意 一 点 , 直线 DP、CP 分 性 质 1 与 性 质 3 是 椭圆 涉及 和 矩形 的 两 个 优美 
别 交 # 轴 于 点 BF, 则 |AE| .|BF|= [ER 结论 , 由 于 它们 的 条 件 是 类 似 的 , 因而 我 们 自然 


地 提 这 样 一 个 问题 : 这 两 个 结论 中 的 式 子 有 无 联 
系 ? 笔者 对 此 进行 了 研究 , 发 现 性 质 1 与 性 质 3 
都 源 于 椭 贺 的 一 个 简单 性 质 , 因而 它们 是 有 内 在 
联系 的 , 证 明 如 下 : 

性 质 1 的 证 明 : 如 图 2, 设 4 一 0， 0)、 Bla, 0)、 
P(zo,yo) (yo 关 0), 直线 4P、 BP 的 斜率 分 别 为 
kap、kBP, 则 Dw6 十 a2y6 一 a202 = 0. 于 是 














图 1 bap :pp 一 一 各 一 罗 
Z0 十 和 ro—a 
另外 , 文 岂 给 出 了 关于 圆 的 如 下 结论 (这 里 yo _ bb 
叙述 略 有 改动 ): 2Z3 一 02 
性 质 2 设 圆 工 : 2Z2 十 2 一 72(r > 0) 与 即 kap ,ppp 一 一 访 . be. QD 


MM, 在 MM 上 作 达 近 帮 的 五 等 分 点 , 这 就 是 所 快捷, 这 是 很 好 的 研究 ; 但 从 另 一 个 角度 来 说 , 与 
求 作 的 点 C. 同 理 可 作 其 他 三 点 . 其 相 争 , 不 如 合作 . 特别 是 针对 教学 而 言 , 研究 不 

从 上 述 解 题 案例 中 可 以 看 出 , 向 最 法 与 纯 几 同 证 法 之 间 的 相互 转化 很 有 意义 .老师 可 以 先 
何 证 明 不 仅 不 是 对 立 的 , 也 不 是 简单 地 转化 , 而 ”用 学 生还 不 会 或 不 熟悉 的 知识 先 把 题目 解 出 来 ， 
是 互相 启发 , 共同 前 进 . 以 往 介 绍 各 种 解法 的 资 ”再 转化 成 学 生 能 够 接受 的 方法 . 俗话 说 : 要 给 学 
料 , 大 多 强调 某 种 方法 更 好 . 笔者 认为 , 研究 各 种 。 生 一 杯 水 , 老师 要 有 一 桶 水 . 向 最 法 应 该 属于 这 
解 题 方法 的 特点 , 用 其 长 处 , 使 得 解 题 变 得 简单 。 ”一 桶 水 之 内 . 
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作 PQ 上 z 轴 , @ 为 垂 足 , 直线 AP、BP 分 别 交 直 
线 CD 于 点 M、N, 则 RtAAPQco RtAMAD,， 


IPQ| _ |4D| 
RtABPQ RIANBO, -= 
， i. A TR IAQ] 7 DM 
后 2 = [BC| 又 Eap .kap < 0 14D| = 
[BC = 26, ICD| = 1B4| = 2o, 所 以 
0 一 lkapl' lkpp|= = 
|Pel |Pel 六 
i4Q| 159| 
[0 Bcl 
IDMI ION|™ & 
PR 
DMI ION 一 克 
< |DMI:|ICN|= 4a? 
< 全 |DM .CN| = CDD2 ee 四 


又 AP4FmeAPMD， APBFw APNOG, 
人 PFEcoAPCD, 且 它 们 有 相同 的 相似 比 (点 
P 到 Zz 四、 直线 CD 的 距离 之 比 ), 所 以 

@ 式 二 > |4E|.|BF|= |EF|. 

至 此 完成 了 性 质 1 的 证 明 , 并 且 证 明了 在 条 
件 |4DP| = [BC = 2 下 , |4AE| :1BF| = |EF|? 


等 价 于 @ 式 . 

下 面 证 明 性 质 3 中 的 |4Fl2+|B8E?| = |4BP 
在 条 件 |4D| = |8C| = V2b 下 也 等 价 于 @ 式 ， 
从 而 揭示 出 两 个 性 质 的 内 在 联系 . 


性 质 3 的 证 明 : 如 图 2、3, 同性 质 1 的 证 明 得 
到 外 式 . 作 PQ 1 z 轴 , QB 为 开 足 ,直线 AP、 
BP 分 别 交 直 线 CD 于 点 MN, 则 RtAAPQ 
wRtAMAD, RIABPQO RIANBO, 


FIPQl _ I4D| IPQ| _ 1BGI 
IA8| PDM IBQ| ICN| 
又 kaAp: kBPp < 0， [4D| 一 1BC| 一 V26, 


DOD 式 二 > |kar| :|kpp|= 一 





Pol [PQ _ 
149| IBQ| -到 
14D| IBO| 所 
IDMI ICN| 
Vaib V2b pp 
IDPMI ICN| @2 


< [DM|':|CN| = 20? 

<— 2|DM|:ICN| = ICDE. nr @ 

APAEw APMD, APBFw APNO, 
人 PFEc APCD, 且 它 们 有 相同 的 相似 比 , 所 
以 @ 式 2148| .IBF|= |EF|. 

而 |AF|? +|BE|? = 4 

一 | 四 + -| 至 | 

A +BE -2B 

< (B+ BE) + (BE+FE) 

~ 一， —}) — 3\2 

= (+ 灭 + 三 ) 

2 二 2 了 1 17 十 
BF .FE -AB 1BE +FB +2AFB.EF+ 


因为 3 _ 7 FE = 


一 一 全 


AE 与 FB 同 向 ， 所 以 上 式 等 价 于 
”大 FB = FE 一 2|a 到 |- EB| = 


FB . EF, 


zal > 2AB|.|BF|= |EF|. 


所 以 2|AE| :1BF| = |EFP > |AF]? + 
IBEP = |4B|", 
所 以 |4F|? +1BEl? = |4BP 等 价 于 人 @ 式 . 


综合 性 质 1 与 性 质 3 的 证 明 , 实际 上 已 给 出 
了 以 下 结论 的 证 明 : 。 

定理 1 给 定 椭 贺 : 二 十 咎 = 1(o > 
b > 0), 4、B 是 TT 长 轴 的 两 个 端点 , 以 4B 为 一 
边 作 和 矩形 4BCD, P 是 T 上 异 于 A、B 的 任意 一 
点 , 直线 DP、CP 分 别 交 Zz 轴 于 点 EB、F. 
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(者 4 = |BC|= 26, 则 |4El:1BF|= 
IEFI; 

(2) 若 |4D| = |1BC| = V26, 则 2|4E|.|BI| 
=|EF| < 全 |AFP + |BEL =|AB|. 

由 于 椭圆 有 两 条 对 称 轴 ， 且 每 一 条 对 称 轴 
都 与 椭圆 有 两 个 交点 (此 性 质 与 双 曲 线 不 完全 相 
同 ), 故 两 条 对 称 轴 常 常 有 相同 或 相似 的 性 质 , 将 
定理 1 中 的 长 轴 与 短 御 关 比 可 得 结 二 论 (证明 从 略 ): 


2 

定理 2 给 定 椭圆 : + 小 = 1(a > 
b > 0), 4、 B 是 短 轴 的 两 和 端 点 , 以 AB 为 一 
边 作 和 拖 形 4BCD, PP 是 rT 上 异 于 A、B 的 任意 一 
点 , 直线 DP、CP 分 别 交 y 轴 于 点 EE、F. 

(1) 若 |4D| = |BC|= 2 则 |4E|:|BF|= 
[EFl; 

(2) 若 |4D|= |BC| = V2a, 则 2|4E|:|BHI| 

一 |EF|: < 全 |4F|: +|BE|? = |ABL. 

2. 椭 辐 结 论 在 贺 及 双 曲 线 中 的 引申 

将 椭 六 中 的 结论 (定理 1) 引申 到 图 及 双 曲 线 
中 可 得 (证 明 可 仿 定理 1 的 证 明 进 行 , 从 赂 ): 

定理 3 设 圆 了 :22 十 凡 := 人 (rr > 0), 与 7 
轴 交 于 两 点 4、B, 以 4 为 一 边 作 矩形 4BCD， 
PP 是 上 异 于 4、B 的 任意 一 点 , 直线 DP、CP 
分 别 交 Z 轴 于 点 、 下 . 

(1) 若 |4D|= |BC|= 27, 则 |4E|:|BF|= 
IEFL; 

(2) 若 |4D| = |BC|= V2r, 则 2|AE|.|BFI| 
= |EF|? < 全 |AF|? + BE = 2 


定理 4 给 定 双 曲 线 T : 记 -此 =1(a > 
0,5 > 0), 4、 B 是 实 轴 的 两 个 绒 息 , 以 AB 为 
一 边 作 和 矩形 4BCD, P 是 T 上 异 于 A、B 且 不 在 
直线 CD 上 的 任意 一 点 , 直线 DP、CP 分 别 交 zZ 
轴 于 点 BB 下. 


(1) 车 |4D| = |BC|= 2b, 则 |AEI.|BF|= 
IEF|’; 

(2) 车 |4D| = |BC| = V2, 则 2|AE|-|BF| 
= |EF|?. 


说 明 : 在 双 曲 线 中 , 车 |4D| = |BC| = V20， 
则 不 再 有 |4F] + |BEl? = 14B] 成 立 , 这 是 因 
为 点 、 下 都 在 直线 4D、BC 所 形成 的 带 状 区 域 
之 外 ， 因此 AE 与 FB 反 交 ， 向 量 式 24E. FB =- 一 
FE 不 成 立 , 即 式 子 14RF 十 | 本 有 = |4BP? 与 
2|4B|.1BF| = |EF| 不 是 等 价 的 . 
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虽然 以 双 曲 线 的 实 轴 为 一 边 所 作 的 矩形 中 
不 能 得 到 类 似 于 椭圆 中 |4 克 十 |BEP = |4B|? 
的 式 子 , 但 以 双 了 曲线 虚 轴 为 一 边 所 作 的 矩形 却 可 
以 得 到 这 样 结构 的 一 个 式 子 (对 文人 中 的 性 质 3 
逆向 化 得 到 ). ， 

定理 5 给 定 双 曲 线 F : 三 一 夯 =1(a > 
0 > 0), A. B 是 不 虚 轴 的 内 个 端 以 AB 为 
一 边 作 和 矩形 4BCD, 日 |4D| = |BC| = V2a, 
点 C、D 在 双 曲 线 上 , P 是 [上 异 于 C、DD 的 任意 
一 点 , 直线 DP、CP 分 别 交 y 轴 于 点 B、, 则 

(DIAEP + 1BFI = |EFE; 

(2) 若 点 也 在 矩形 4BCD 内 时 , 有 2|4F| . 
IBE|=|A4B|? = |4BEP + |BF|? = |EF|. 

证 明 : (1) 设 A(0, 一 b))、B(0,5)、C(V2a,5)、 
D(V2a,—b)、 E(0,yg)、 F(0,yr). P(xo,yo) 
(zo 关 V2Q), 如 图 4, 则 也 x 一 a2 一 a2b? = 二 0. 

vy 





图 4 
由 站、P、B 三 点 共 线 可 得 一 


te 
a 


V2ayo + bxo 
一 一 一 一 一 ， 同 再、 
Ba — zo 同 理 


9 _ |b-. 
忆 . 天 三 点 共 线 可 得 yF = em 于 是 


|[4El? +|BF|* = (Ve + Db) + (yr —b)? 
2 
_ [va + | ,| V2alyo —b) 
V2a— Zo V2a 一 2z0 
4a2(06 十 刀 ) 40220 
(Via -zo zo)? -= Ba oy 
= (yp — yr) = |EF|, 
即 |ABl?2 + |BF) = |EF|?. 
(2) |4El? +|BFl? = IEF|? 
2 | ,2 _， 
一 | 三 +|BR = |EF| 
> AB +BE - EF 
+(BA+AE) = 





; YE 一 





(B24+22) 
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二 + BA +2BA.AF+AF 
-EA + 2BA.AF + AF 
> BA +2BA.AF = 284.AF 

> 248. (BA-BA)=BA 


IAF. EB-BA. 

因为 点 己 在 矩形 4BCD 内 , 所 以 AF 与 BB 
同 向 , 于 是 

274 有 .5 了 ， 

和 一 2 Era 。 B83 二 BA 

< 2|AF| .|BE| = |4Bl. 

故 当 点 书 在 矩形 4BCD 内 时 , 有 |AEl? 十 
IBFI?=|EF| <— 2|AF| :|EB|=|AB|?. 

3. 几 点 有 益 的 启示 

通过 以 上 问题 的 讨论 , 我 们 得 到 以 下 几 点 的 
启示 : 
(1) 寻求 两 个 数学 对 象 .概念 或 命题 等 (统称 
为 数学 研究 的 问题 ) 之 间 的 内 在 联系 是 数学 研究 
及 教学 的 重要 内 容 , 虽然 数学 问题 干 变 万 化 、 异 
彩 纷呈 , 但 它们 往往 不 是 孤立 存在 的 , 而 是 相互 
联系 又 可 相互 转化 的 有 些 数学 命题 之 间 还 具 
有 某 种 数学 关系 (因果 关系 .包含 关系 .等 价 关系 
等 ), 如 果 能 将 这 些 关 系 揭示 出 来 , 那么 无 疑 数学 
中 的 知识 点 及 其 脉络 将 变 得 清晰 而 有 序 , 许多 看 
似 毫 不 相关 的 问题 其 实 却 有 着 相同 的 生长 点 . 数 
学 的 有 规律 可 寻 , 特别 是 数学 问题 的 既 变 化 多 端 
又 " 变 中 蕴含 着 不 变 、 万 变 不 离 其 宗 ", 使 人 感到 


rr room pp 


(上 接 第 3-4 页 ) 

其 思路 是 清晰 的 , 即 80 年 代 末 , 全 美 数学 教师 理 
事 会 犯 了 一 个 大 错 , 现在 终于 迷途 知 返 了 . 国家 
应 该 重新 实施 旧 计 划 . 

总 之 , 全 美 数 学 教师 理事 会 已 经 被 传统 主义 
者 团团 围困 , 并 又 给 自己 控 了 个 深 坑 往 里 跳 . 再 
加 上 “不 让 一 个 孩子 掉队 ?法令 要 求 的 技能 考试 ， 
这 一 切 对 倡导 《标准 》 的 人 来 说 , 在 短期 内 无 疑 
会 困难 倍增 . 

4. 长 远 的 观点 

”问题 解决 一 定 会 以 一 种 有 意义 的 方式 重新 

注入 美国 数学 课程 , 对 此 我 们 应 该 抱 乐观 的 态度 . 
回想 一 下 “新 数学 "十 年 (当然 本 身 确实 有 人 缺陷 )， 


数学 好 玩 、 趣味 无 穷 . 

(2) 圆锥 曲线 中 的 许多 结论 其 实 就 是 平面 几 
何 中 的 结论 的 演变 , 如 定理 1 中 的 结论 |4F| 十 
IBEl? = 14 巨 2 就 是 结论 314 如 | :| 妞 克 = | 已 FE 
(或 2DPMI:ICN| = CD 六 的 演变 结论 . 用 平面 
几何 的 知识 不 但 可 以 证 明 有 关 解 析 几 何 中 的 结 
论 , 更 重要 的 是 可 以 揭示 问题 的 本 质 属 性 及 某 些 
结论 之 间 的 联系 (如 定理 1 证 明 中 2|AE|-|BF| = 


-|EF 上 与 4.DMI|.|ICN| = |CDj? 的 等 价 关系 是 


通过 相似 三 角形 的 性 质 获 得 的 ). 

(3) 向 量 知识 及 方法 的 运用 可 以 简化 有 关 结 
论 的 证 明 , 如 性 质 3 中 对 于 |4F|? + |BEl? = 
14BP < 2|4B| .|BF| = |BFP 的 证 明 , 如 
果 采 用 几何 的 方法 进行 , 则 要 分 图 1 和 图 3 两 种 
情形 分 别 给 予 证 明 . 

(4) 在 一 定 条 件 下 , 解析 几何 中 的 许多 曲线 
是 满足 某 种 几何 条 件 的 轨迹 , 反 过 来 , 这 条 曲线 
应 具有 这 一 几何 条 件 阐 述 的 性 质 , 如 性 质 1 中 的 
椭圆 可 由 满足 几何 条 件 |4B| .1BF| = |EFP 的 
矩形 所 生成 , 反 过 来 , 椭圆 具有 涉及 矩形 的 一 性 
质 |4E|-|BF| = |BFj?. 因此 由 一 个 轨迹 问题 党 
常 可 得 到 解决 轨迹 曲线 的 一 个 性 质 , 反之 亦 然 . 

参考 文献 

[ 叫 张 培 强 . 一 道 轨迹 问题 的 展开 探索 []]. 数 
学 教学 , 2011 (5): ]4—18. 

中 林 新 建 . 对 费 尔 马 问题 的 逆 思 考 及 其 推广 
四. 数学 教学 , 2009 (1): 16 一 17, 25. 
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接着 就 是 极端 的 反应 “ 回 到 基础 *. 最 后 “ 回 到 基 
础 "又 打 了 自己 一 个 耳光 , 十 年 基本 技能 教学 , 未 
能 使 学 生 的 技能 超过 先前 , 特别 是 , 学 生 在 问题 
解决 上 的 表现 尤其 糟糕 . 再 后 来 , 问题 解决 自然 
成 为 课程 的 核心 . 

正如 哲学 家 Santayana 所 说 的 那样 , 不 从 历 
史 中 吸 取 教 训 的 人 注定 会 重 中 历史 的 准 坟 . 美国 
的 大 部 分 地 区 已 经 又 开始 新 一 轮 “ 回 到 基础 ”的 
运动 了 , 我 们 期 待 他 们 早日 结束 . 也 许 就 像 过 去 
一 样 , 过 份 强调 基本 技能 后 , 他 们 才 会 更 清楚 到 
底 该 做 什么 . 与 此 同时 , 问题 解决 的 研究 也 日 趋 
成 熟 , 一 旦 环境 改变 一 这 是 必然 的 , 这 些 都 可 以 
指导 下 一 轮 的 课程 改革 . 
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众所周知 , 会 数学 不 一 定 会 教 数学 ; 但 数学 
功底 不 深厚 的 教师 一 定 不 会 教 好 数学 . 一 些 数学 
课 之 所 以 没有 一 条 核心 思想 主线 , 不 讲 “ 理 ”, 大 
都 是 因为 执教 者 自身 的 数学 素养 不 高 所 致 ， 为 
了 担负 起 教书 育 人 的 重任 , 我 们 中 学 数学 教师 应 
该 不 断 地 提高 数学 素养 , 不 仅 要 对 传统 的 数学 知 
识 有 很 好 地 理解 和 把 握 , 还 要 能 知道 一 些 近 、 现 
代数 学 知识 、 思 想 方 法 , 更 进 一 层 次 , 从 现代 数 
学 的 高 度 和 当代 科技 如 计算 机 对 数学 的 影响 的 
角度 审视 、 指 导 教学 . 中 学 数学 教师 解答 一 些 背 
景深 刻 、 表 达 新 颖 、 设 问 巧妙 、 体 现 现 代数 学 知 
识 、 思 想 、 方 法 的 高 考 数学 题 , 有 益 于 活 路 思维 
体验 解决 难题 的 酸甜苦辣 , 拓宽 数学 知识 、 方法 
视野 , 可 以 提高 数学 素养 和 教学 智 碌 . 现 就 一 些 
数学 教师 解 高 考 数 学 题 所 欠缺 的 意识 作 一 些 分 
析 , 希望 能 激 起 些微 波纹 . 

1. 质疑 意识 

例 1 (2009 年 全 国 卷 理 科 第 22 题 ) 设 函数 
f(z) = z3 十 35z2 +3cz 存 在 两 个 极 值 点 zl、z2， 
且 za € [一 1， 0]， TX2 € (1, 2]. 

(1) 求 满足 5、c 的 约束 条 件 , 并 在 下 面 的 坐标 
平面 内 , 画 出 满足 这 些 条 件 的 点 (bc) 的 区 域 

(四 证 明 : -10 < f(z2) < -2 


剖析 : 该 题 ( 卫 的 参考 答案 , 是 通过 函数 ffz) 
的 极 值 点 X1、72, 也 就 是 导 荡 数 的 零点 , 解 出 用 
c、Z2 表示 5 和 wl 的 表达 式 , 进而 用 c、z2 表示 
f(X2), 最 终 由 放 缩 不 等 式 完成 证 明 ， 这 种 证 明 
的 方法 因 选 择 zl 和 c, 弃 用 Xx。 和 05 而 显得 不 够 对 
称 、 不 够 自然 , 也 因 所 选择 的 两 个 量 c、zsz 不 独 
立 而 显得 不 够 合理 . 对 于 沙 数 思想 , 解答 本 题 必 
须 早 要 有 寻求 变量 间 对 应 关系 的 意识 , 还 要 能 合 
理 地 选择 自 变量 , 才 可 能 构建 出 比较 简单 的 函数 
模型 . 一 般 地 , 对 于 一 元 二 次 方程 , 当 根 的 性 状 已 
知 , 且 两 根 独 立时 , 应 该 用 根来 表示 其 系数 , 才 较 
为 台 理 、 简 单 . 有 些 教师 只 是 照搬 参考 答案 , 不 


作 思 考 , 这 就 不 能 不 说 这 是 缺少 独立 思考 、 质 疑 
意识 的 表现 . 

简 解 : 由 f(z) = 23 十 30z?2 十 3cz 得 f(z) = 
322 + 60% + 3c. 


—2b = T1 十 Z2， 
再 由 | 


< 一 之 1 化 2。 


于 是 f(x)= zx? 一 3 (za 十 Za2)22 十 3z1722， 


J(zo) = 232 一 5 (zl 十 Z2)zZ2 十 3172 


因为 Zi € [~—1,0], xz2 所 [1, 2j， 
所 以 f(z2) < -3503 < 一 3 
1 
f(z2) 之 一 一 3 一 —3(23 二 322) 之 
-3(2 十 3 x 22) =—10. 


2. 求 真意 识 

例 2 《2009 年 全 国 高 考 浙江 卷 理科 第 15 题 ) 
观察 下 列 等 式 : 

Ci +03=23—2, 

Cg 十 C9 十 C = 2 +2, 

Cis+ Cis+ C+ OL = 2 一 25， 

Cir 二 Ci 二 CD 二 CH 十 CH = 2 427, 


由 以 上 等 式 推测 到 一 个 一 般 的 结论 : 对 于 
2 ET CI 十 CS 十 十 C 人 村 一 

剖析 :运用 归纳 的 方法 得 出 CC 

十 Caati = 24" 十 (一 ])"22" 并 不 很 困难 ， 
但 一 此 教师 止步 于 获得 4 结论 而 不 去 探求 这 个 结 
论 的 真 假 , 这 就 表明 了 这 些 教师 的 求 真意 识 还 不 
够 很 强 . 尽管 探求 这 个 结论 的 真 假 不 十 考题 应 
有 之 义 , 但 对 于 归纳 得 出 的 结论 进行 证 实 或 证 
伪 , 是 数学 教师 应 该 有 的 意识 和 行动 . 

证 明 结论 Cisy1 十 CH 十 … 十 Oa7t1 一 
oAn—1 十 (—1)" 22n—1 为 走 的 思路 : 考虑 到 Cl 
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C41… O4041 的 上 标 1, 5, …， 人 4 十 1 间 陋 
为 4 加 之 是 求 其 和 , 它 和 复数 的 二 项 式 展开 有 
密切 联系 , 于 是 产生 通过 对 (1 十 i) mt? (i 为 虚数 
单位 ) 算 两 次 而 得 到 结论 的 念头 ， 事 实 上 , 一 方 
面 > + "mt! = (Ch+1 一 Chnt1 + Cnt — 

十 C 和 十 (CH 一 CH 十 CI 一 … 十 

Co )i, 入。 十 Do 一 (人 十 la 十 
i)4]? = (1 + 让 ( 一 4)* = (一 和? 十 (一 4)"i, 由 复数 
相等 得 04.41 一 Op + Canti — "十 CS 
= (—4)". 

又 由 二 项 展开 式 的 偶数 项 二 项 式 系 数 之 和 
性 质 得 C41 十 C$+1 十 Chrt1i 十 … 十 Cat1 
一 24n 

由 和 加 得 C4p1 十 Chnt1 十 … 十 Cati 
一 odn—1 十 (一 1)z22n 一 1 ， 

3. 求 简 意识 

例 3 (2006 年 全 国 高 考 江 苏 卷 第 20 题 ) 设 a 
为 实数 , 记 函 数 flz) = av1l 一 2 十 V1 十 % 十 
V1 一 2 的 最 大 什 为 g(a). 

(T) 设 t = V1 十 zx 十 V1 一 xz, 求 + 的 取 值 范 
围 , 并 把 f(x) 表示 为 上 的 函数 mm 人 的; 

( 卫 求 9(o)i 

(四 试 求 浓 足 gto) =9 ( 的 所 有 实数 

剖析 : 对 于 该 题 ( 亚 ) 的 解答 , 当年 不 少 学 生 讨 
论 了 9 种 情况 , 参考 答案 也 讨论 了 6 种 情况 . 为 了 
培养 学 生 分 类 解答 复杂 问题 的 能 力 , 该 题 面 世 后 
便 受 到 了 许多 高 三 数学 教师 的 青睐 , 然而 面 对 繁 
融 、 复杂 的 讨论 , 一 些 教 师 几 年 来 都 是 使 用 参考 
答案 给 学 生 作 示范 而 没有 推出 新 解法 , 这 不 能 不 
说 是 一 件 叙事 . 参考 答案 解法 显示 为 先 考 虑 @ 和 
的 要 信 , 再 考虑 解 方程 g(o) = 9 ( 二 由 于 


1 
9 一 二 
& 十 过 > 7， 
1 V2 1 
= -0 -<ag-—s, 
9(0) 2 一 20， 2 “LST 
V9, a< -2 


是 一 分 筑 函 数 , 这 必然 就 要 去 先 讨论 和 二 是 属 
于 三 个 区 间 
-oo -了 、 _Y2,_1 、 -51+oo 


的 哪 一 个 区 间 , 才能 确定 它们 的 项 数值 是 什么 ， 
从 而 难以 避免 讨论 的 复杂 性 而 先 从 问题 的 整 
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体 性 分 析 再 考虑 下 一 步 该 怎么 做 , 也 是 一 般 的 寻 
找 解 题 思 路 的 方式 . 

我 们 先 考虑 函数 9g(a) 的 性 质 ， 比 如 画 函 数 
g(o) 的 图 象 (如 图 1); 或 分 析 g(o) 的 来 源 f(2) = 
QVi 一 2 十 江 十 % 十 V1 一 2 的 结构 特征 , a 的 
系数 V1 一 22 非 负 , 就 会 发 现 f(z) 的 最 大 值 9(a) 
广义 增 . 它 的 证 明 也 不 算 难 , 设 ai < a2, 记 

fi(z) = aaVI 一 好 2 十 VI 二 Z 十 Vi 一 2 

户 (z) =a2Vi—z2+Vi+z+vVi—z. 

又 设 户 (z) 在 z = m(-1l < m < 1) 时 取 
得 最 大 值 ， 由 于 a 的 系数 非 负 , 故 fi1(X)max = 
及 (m) 和 fo(m) < fo(2)max; 即 9(o) 不 会 变 小 . 





图 1 


这 一 在 多 年 跨度 内 未 能 稍 加 改变 繁 洒 解法 


的 事实 是 值得 反思 的 . 


1 
2 [ 一 人 
Q 十 2; Q >> 2 


ol _V2 oc_l 


20 : 2 2 1 
V2, 多 < -次 
在 -次 -+eoj 上 单调 增 , 目 对 于 任意 的 z < 


-将 2 >> -2 都 有 9(z) < 9(y), 9(Q) 在 


简 解 : 由 g(a) = 





(-%,- 效 | 上 为 雪 由 glo) = (二 ), 立 得 
a< -2 
| Wy 或 一 =， 故 实数 的 取 值 范围 
a 2 
是 {6 V2 a 次 或 =!]. 
4。 批判 意识 


例 5 (2010 年 全 国 高 考 福建 卷 文科 第 16 题 ) 
观察 下 列 等 式 : 


© cos2a = 2cos2 a— 1; 
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@ cos da = 8c0st oa 一 8cos2aw 十 1i 
©® cos6a = 32 co0s a 一 48cos4a 
十 18cos2 a 一 1; 
图 cos8a = 128cos8 a — 256 cos6 wa 
十 160cos4a 一 32cos2a 十 1; 
® cos 10a = meosl? a 十 1280 cos8 a 十 
1120 cos6a 二 mcos4a 十 pcos2a 十 1; 
可 以 推测 , 到-m +D=-- ， 
前 析 : 由 于 题目 是 合 情 推 理 的 "类比 型 ”, 于 
是 一 些 教师 把 它 作为 合 情 推 理 题 来 做 , 做 得 很 辛 
将 . 为 什么 解法 要 套 题 型 , 又 为 什么 要 根据 题目 
的 形式 去 限定 解法 看 来 , 还 是 批判 意识 不 够 强 . 


解 : cos 10a = cos(8a 十 2a) = cos 8a cos 2a 


— Sin 8 sin 20, oasis OO 
cos 6a = cos(8a — 20) = cos 8a cos 2a 十 
Sin gc sin 20Q, a 名 


十 加 得 cos 10a 十 cos 6a 二 2cos 8a cos 20， 

cos 100 = 2 ¢0s 8a cos 20 一 Cos 6a 
= 2(128 coss w — 256 cos6 @ 十 160cos4a 

一 32cos2 a+1)(2cos?2 a—1)— cos6a 
= 512 cosl0a 十 … :一 400cos4a 十 50 cos2a 十 ……， 

于 是 m 一 即 十 D = 962. 

5. 创新 意识 

例 5 〈2011 年 全 国 高 考 江 苏 卷 第 13 题 ) 设 
1 = a <& a2 < & 07, 其 中 Q1、Q3、a5、07 
成 公 比 为 4 的 等 比 数列 , a2、a4、a6 成 公差 为 1 的 
等 差 数 列 , 则 g 的 最 小 值 是 __. 

剂 析 : 对 于 本 题 , 有 些 教 师 受 题目 中 的 数列 、 
字母 、 数 的 大 小 、 公 比 等 背景 限制 , 只 在 数 上 运 
作 . 而 我 们 如 果 能 够 用 数 形 结合 以 及 整体 化 思想 
来 指引 解决 这 道 题 , 就 显得 独树一帜 . 从 几乎 没 
有 几何 背景 的 问题 中 构建 出 几何 模型 就 有 了 创 
新 韵味 . 

O QD a4 a6 
图 2 

将 这 7 个 数 用 数 轴 上 的 7 个 点 来 表示 , 最 外 
层 两 点 1 与 47 间距 离 @ 一 1 不 小 于 里 层 的 两 点 
%2 与 a6 两 个 点 间距 离 2, 即 93 一 1 > 2,g 之 V3. 
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当 g 一 WY3 时 , 取 as 一 l,a7 一 U6 一 dg3 一 3, 43 一 


V3,04 = 2,o5 = 39, 满足 题 设 , 故 g 的 最 小 值 
是 33. 


用 这 种 方法 还 可 以 求 9 的 最 大 值 . 虫 两 点 a2 
与 o6 的 距离 不 小 于 os 与 os 的 距离 , 得 2 > 42 一 
9,9 所 2, 当 g = 2 肘 , 取 a2 = a3 = 二 2,4s = a6 = 
4, a4 = 3,07 = 8, 又 al = 1, 满足 题 设 , 所 以 a 
的 最 大 值 是 2. 

在 数 轴 上 处 理 数列 的 不 等 问题 有 美妙 之 处 ， 
这 样 的 方法 还 可 以 迁移 到 求 g 的 最 大 值 , 就 更 有 
些 美妙 了 . 

上 面 列举 了 数学 教师 在 解答 高 考 数 学 题 时 
所 欠缺 的 一 些 意识 , 很 是 让 人 忧虑. 我 们 需要 认 
识 到 简单 地 、 独 特地 、 创 新 地 去 求解 一 些 高 考 
数学 题 , 想 出 一 些 新 奇 的 方法 , 先 发 散 地 想 、 独 
立地 做 , 不 看 参考 答案 , 免得 思维 懒 情 或 思路 打 
不 开 , 冒 一 些 合理 的 风险 , 允许 自己 在 标新立异 
求解 时 犯错 误 , 这 不 仅 是 在 提高 数学 教学 素养 ， 
更 新 、 优 化 数学 认 知 结构 , 也 是 在 进一步 培养 探 
索 精 神 、 养 成 实事 求 是 的 科学 态度 和 创新 意识 ， 
提高 思辩 分析、 严谨 推理 的 能 力 , 增加 对 数学 的 
情感 , 更 是 对 学 生 创 新 能 力 的 提高 起 到 浇 移 默 化 
的 作用 . 教师 没有 研究 , 谈 何 教学 创新 ; 教师 没 
有 教学 创新 , 谈 何 有 自己 的 独特 见解 引领 学 生 创 
新 . 目前 , 学 生 的 创新 意识 不 强 、 理 性 思维 水 平 
不 高 , 扣 心 自问 , 我 们 教师 有 一 定 的 责任 . 时 下 数 
学 教学 “满堂 灌 "、“ 广 种 薄 收 "现象 还 很 多 , 教师 
很 少 有 时 间 停 下 来 带领 学 生 去 想 一 想 、 探 一 探 ， 
学 生 的 大 脑 被 教师 抛 出 的 题 型 、 解 法 塞 得 满 满 
的 , 几乎 没有 自由 思考 空间 , 这 与 教师 占有 解 题 
的 思想 方法 高 度 不 够 , 运用 解 题 方法 不 精 当 有 一 
定 关联 . 我 们 还 应 该 辩证 地 认识 到 , 教师 极度 地 
喜爱 解 题 , 解 题 水 平 很 高 , 也 可 能 会 把 数学 教学 
异化 为 纯粹 解 题 教学 , 把 解 题 教学 异化 成 题 型 教 
学 , 把 一 些 学 生 不 易 想 到 的 不 涩 悉 的 方法 当 作 学 
生 已 经 驾轻就熟 了 的 方法 , 拔高 解 题 教学 起 点 ， 
浊 弱 解 题 思路 的 分 析 . 对 于 这 样 的 一 些 问题 , 我 
们 需要 认真 地 审视 、 反 思 、 纠 偏 . 
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数学 期 望 与 卡 塔 兰 (Catalan) 数 


100048 首都 师范 大 学 初等 教育 学 院 石 痊 部 程 小 红 


1. 引言 

文中 讨论 了 重复 性 赛制 问题 的 数学 模型 , 并 
证 明 “2n 一 1 局 nw 胜 * 制 是 一 种 公平 的 比赛 , 重点 
研究 比赛 局 数 的 相关 概率 分 布 问题 . 

本 文 侧重 探讨 “2n 一 1 局 nw 胜 * 制 下 比赛 局 
数 的 数学 期 望 , 它 的 计算 公式 和 经 典 的 卡 塔 兰 
(Catalan) 数 有 关 . 在 比赛 双方 实力 相当 的 情形 
下 , 数学 期 望 有 更 简洁 的 表示 . 应 用 数学 期 望 的 
公式 , 可 以 对 比赛 场 数 进行 预测 . 

用 En,(€) 表示 在 "2n 一 1 局 nn 胜 ”(n = 1,2， 
… ) 制 下 比赛 局 数 £ 的 数学 期 望 . 

本 文 的 主要 结果 是 

定理 设 甲 每 局 胜 的 概率 为 p, 乙 每 局 胜 的 
概率 为 9， 比赛 规则 是 “2n 一 1 局 ?2 胜 ? 制 , 则 


En,(€)=n 3 Cr (pq)*, 其 中 C= 二 
1 CR)! 
= FT xl (k= 0,1,2,.-.) 

是 第 天 十 1 个 卡 塔 兰 数 . 

例如 比赛 采用 七 局 四 胜 制 , 则 数学 期 望 

有 (6 = 4(1 十 pq 十 2p2q? + 5 93)， 特 殊 
地 , 当 p 一 4 = 时 ,Ba() = 5.8125, 则 可 估计 
比赛 结束 时 需 赛 6 场 . 

多 局 决胜 的 目的 通常 是 减少 侦 然 因素 对 比 
赛 结 果 的 影响 , 使 得 比赛 的 结果 能 更 好 地 反映 双 
方 的 真实 水 平 . 在 桥牌 比赛 中 , 如 果 仅 仅 任 一手 
牌 定 输赢 , 显然 是 荡 雇 的 . 然而 某 些 现实 因素 经 
常 使 得 多 局 决胜 不 可 行 . 如 在 职业 源 击 赛 中 , 比 
赛场 次 过 多 会 严重 损伤 运动 员 的 身体 ; 在 世界 标 
足球 赛 中 , 如 果 采 取 多 局 决胜 制 , 比赛 结果 反映 
的 可 能 不 是 双方 的 球 艺 水 平 , 而 是 身体 的 耐力 . 
面临 实际 的 抉择 时 , 概率 的 理由 往往 让 位 一 些 更 
现实 的 考虑 , 赛程 的 长 短 必 须 合 理 , 必须 保证 对 
参赛 者 和 观众 的 吸引 力 . 问 

2. 卡 塔 兰 (Catalan) 数 


卡 塔 兰 序列 ( 取 和 名 于 比利时 数学 家 E. C. 
Catalan (1814 nv 1894)) 即 序列 C0， C1, C2, “ 
1 . 


Cn ,其 中 Cn = NII = 一 1 

(n = 0,1,2,.… ) 为 第 nL 十 1 个 卡 进 芯 [aa 
数 ， 前 10 个 卡 塔 兰 数 为 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 
429, 1430, 4862. 卡 塔 兰 数 为 组 合 数学 中 的 一 个 
重要 计数 函数 , 可 以 同 著名 的 斐 波 那 契 数列 相 如 
美 . 中 国清 代 蒙 古 族 数 学 家 明 安 图 是 卡 塔 兰 数 的 
首创 者 回 , 他 在 18 世 纪 三 、 四 十 年 代 先 于 殉 拉 
(1758 年 ) 和 卡 塔 兰 (1838 年 ) 提出 并 应 用 了 这 一 
序列 , 不 但 应 用 它 解 决 贤 级 数 展开 问题 , 而 且 还 
给 出 了 卡 塔 兰 数 的 一 个 几何 模型 . 1838 年 卡 塔 兰 
提出 并 解决 了 下 面 问题 :2 个 有 国定 顺序 的 因子 ， 
例如 Q1, a2,… ,an, 在 两 个 相 邻 因子 间 连 续 作 胰 
法 , 如 何 确定 不 同 的 求 积 方法 数 ? 网 卡 塔 兰 得 到 
方法 数 是 Cn_1. 若 取 % = 4, 四 个 有 固定 顺序 的 
因子 a,b,c,d, 则 Cs = 5, 五 种 不 同 结合 方法 是 
((a(bc))d)、 (((ab)c)d)、 ((ab)(ca)). (a(b(cd)))、 
(a((bc)qd))Bl， 经 过 众多 学 者 深入 研究 , 卡 塔 兰 
数 有 许多 的 组 合 背 景 同 . 

3. 数学 期 望 的 计算 

甲 、 乙 进行 某 项 比赛 , 设 甲 每 局 胜 的 概率 为 
2D, 乙 每 局 胜 的 概率 为 q, 2 十 4 = 1, 每 场 比赛 彼 
此 独立 , 比赛 中 没有 和 局 , 比赛 规则 是 “2n 一 1 局 
n 往 * 制 , 即 先 胜 交 局 的 一 方 获胜 , 比赛 结束 . 甲 
( 乙 ) 最 终 胜 出 时 , 进行 比赛 的 局 数 上 的 可 能 取 值 
为 n,n 十 1,n 十 2,% 十 3,-… ;2n 一 1, 事件“ 必 = 
户 家 示 前 一 1 局 比赛 中 有 一 方 先 胜 n 一 1 局 且 第 
k 局 比赛 仍 胜 , 于 是 比赛 局 数 &€ 的 分 布 列 为 P(E = 
k) = Cn 1p nak— 1—{n—1) 十 CR g npk— 一 1 一 (nz 一 1 

由 数学 期 望 的 定义 

En(€) = 开 他 RCR (pg "+ pr ng") 

= SRo(n + k)ONFR1(p"qa® + Pea") 

二 n yn Ck, (pg* 十 PKG™), ee (1) 





2-38 
Ent+i(é) _ 
因此 人 十 工 = 
p*q"*(l — p)] = 5 
20 kk(p"qg K+l ht gq")= DOKrlp"gt 


(DG 上 DA gq) OKA (png 


n+1tk lp"a* (1—g)+ 


KR(DPGK 二 Pp kag") 一 


+p tan) tO 


+p*g") = poke (pqg*+p*g")+2CR pq"— 


bE 1 
Can+1p"q™ 0 ， re 


显然 (6) = 1, 故 一 于 Tl) 
- 宛 (Su - B(é) 
二 1 


——— CD"q", 


天 十 工 k 
有 一 工 
一 2 ， Cr (pq)®, 
大 一 0 
ni—l 
因此 EB.(€) = 7 2 Ck(pq)*， 其 中 CC = 
Ck = 0,1,2,.…. 
在 双方 实力 相当 的 情形 下 , 数学 期 望 有 更 简 
洁 的 表示 . 
推论 当 一 4 =3 时 
27 
En(5) = 2n l — Can (5) : 
证 明 : 由 定理 的 证 明 推 导 (1) 式 ， 


Te ) + Ble) 


当 p 三 4 一 = 5 时 ， 
En(€)=n boke Rp(p"q* + pqg") 
n—l 1 区 十 大 一 工 
一 名 > OR ® tt (2) 
人 =0 
1 n+ 
;En (€) = 一 多 区 CK AR (3) J (3) 


(2) - (3) 错位 相 减 得 


二 Bu(G) —n 0 加 

+ -os 人 

二 的 
-的 
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2n—1 
-n E -cs (3) | 
最 启 一 个 竺 式 由 分 布 列 的 性 质 


27 一 1 1 k 
SD P(E=N)= 


pa CR (5) 一 1, 
得 守 CS (3 站 
k=0 2 


好 一 1 1 7 二 太一 1 
如 一 1 
本 之 CnTk- 1 (3 

2n.—1 nn 一 
= >， Ci (3 ) . 


天 一 多 


所 以 En(E) =2n LE 一 Cr G)™ 


2n, 
= 2n -0 (3) | 
说 明 : 当 p = 4 = 5 时, 数学 期 望 取 最 大 信 ， 
从 一 工 人 
Wp En(é) —nS Ci (3) 
k=0 


1 2 也 


为 可 能 比赛 局 数 的 最 大 值 . 

按 体 育 常识 理解 , 势均力敌 的 双方 实力 不 分 
伯仲 , 比赛 数 回合 仍 难 解难 分 . 

当 p 二 0 或 4 = 0 时 , 一 (6) = ni 为 可 能 比赛 
局 数 的 最 小 值 . 若 双 方 实力 相差 悬殊 , 比赛 几 无 
全 念 ,强势 的 一 方 以 压倒 性 优势 速 战 速决 结束 
了 比赛 . 
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适度 平面 几何 化 , 优化 解 题 过 程 


215003 江苏 省 苏州 市 第 四 中 学 管 新 华 夏 学 


解析 几何 是 用 代数 方法 研究 几何 问题 的 学 
科 , 人 们 在 讨论 解析 几何 问题 时 较 少 考虑 几何 图 
形 本 身 的 几何 性 质 的 逻辑 联系 , 如 何 充分 发 挥 这 
些 几 何 性 质 的 在 推理 中 的 作用 是 本 文 要 研究 的 
问题 . 

一 、 借 助 平面 几何 知识 简化 题解 

例 1 (2011 年 北大 保送 生 试题 ) 已 知 AABC 
是 圆 22 十 = 1 的 内 接 三 角形 . 4(zt Vi)、 
B(x2,Y2)、C(zs,y3), 且 X1 十 XY2 十 X3 一 0 十 
yz 十 Ys 二 0. 求证 

729 十 杷 十 23 二 好 十 羽 十 级 = 3 

证 明 : 因为 二 (zi 十 za 十 zs) = 0, 二 (十 名 十 
V3) 二 0, 说 明 人 4BC 的 重心 为 原点 O(0,0), 原 
点 又 是 人 4BC 外 接 圆 的 圆心 一 外 心 。 根 据 平 
面 几何 知识 , 外 心 、 重 心 合 一 的 三 角形 必 是 正三 
角形 , 故 A4BC 为 正三 角形 . 

如 图 1， 连 结 0A、OB、OC, 则 LA40B = 
ZBOC = LCO4 = 120°. 车 设 A(cos 90, sin9)， 
则 B(cos(9 十 120°),sin(9 十 120?))、C(cos(6 十 
240°),sin(9 十 240°)), 则 

Xf 十 22 十 3 
= cos28 + cos?(0 + 120°) + cos* (8 + 240°) 

3 ,1 


3.1 1 ° 
=5+ 2 C05 20 十 2 cos(20 + 240 ) 


+ 六 cos(20 + 120°) 

= > 十 3[cos 20 十 2cos(20 十 180?) cos 60°] = >， 

于 是 钳 十 姐 十 组 =1 一 福 十 1 一 吗 十 1 一 
壤 二 3 一 3 二 3. 帮 命 题 成 立 

例 2 (2008 年 全 国 高 考 江 苏 省 试题 ) 在 平面 
直角 坐标 系 xOY 中 , 设 A4BC 的 顶点 分 别 为 
A(0,a)、B(2b,0)、C(c,0), 点 P(0,p) 为 线段 40 
上 的 一 点 ( 异 于 端点 ), 这 里 a、b、c 为 非 零 常数 . 
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N A MM 
fy 
E 
© CO 
1 图 2 


如 图 2, 设 直 线 BP、CP 分 别 与 边 4C、AB 交 于 
点 避 、F, 某 同 学 已 正确 求 得 直线 OE 的 方程 


1_1 1_1l1\ 
G + 1)s 0. 


请 完成 直线 OF 的 方程 : ( )z+ (3 y=0. 


—— D & 
解 : 联想 到 平面 几何 题 ( 例 如 垂 足 三 角形 ), 过 
点 有 妇 作 BC 的 平行 线 与 OE、OF 的 延长 线 分 别 
交 于 点 M、N, 则 AANF co ABOF, AAEM 


AN_AF OCG _CBE 
co ACEO, 则 BO ~ FB’AM ~ BA’ 于 是 
AN AF.BO.0E 
AM = FB-OG.BA 1 (下 及 定理 ) 
即 AN = 4M. 4AO 上 MN. 故人 AOMAN 为 等 腰 
三 角形 , 所 以 LAON = ZAOM. 则 ZCO = 
ZBOF, 也 就 是 说 直线 OE、OF 的 倾角 互补 ， 所 
以 kos 十 kor = 0， 故 题 中 填空 横 线 上 应 填 上 
1 1 | 


b ec) 

评说 : 上 述 两 例 充分 应 用 了 平面 几何 的 相关 
知识 , 有 机 地 融入 解析 几何 于 解 题 中 . 例 2 的 得 
分 率 不 高 . 因 字 母 计算 能 力 不 强 , 即使 算 对 了 , 也 
耗 时 太 多 . 平面 几何 知识 的 应 用 , 不 用 计算 , 自 
然而 然 地 解决 了 问题 . 

二 、 借 助 平面 几何 证 明 中 的 思想 方法 简化 
题解 

平面 几何 解 题 总 的 说 来 是 综合 法 , 但 也 有 它 


3-40 
自身 的 思想 方法 , 如 添加 辅助 线 , 找 四 点 共 圆 ; 面 
积 法 等 等 . 利用 这 些 方法 会 收 到 理想 的 效果 

例 3 人 和 人 ABC 中 BC 边 、 4B 及 AC 的 延长 线 
与 椭圆 总 2? 十 a2y?2 = a252 (ao >b > 0) 分 别 切 
于 点 D、 FB, 则 fA.&C.28_] 

证 明 : 如 图 3, 连结 0B、0OC、0O0D、OE、 
OF, OA DE. DF. EF. 





若 D(acos01,bsin01), E(a cos 0»,bsin 0,), 
则 过 D、 避 两 点 的 椭 贺 切线 方程 分 别 为 
bz cos 01 十 aySin0l = ob, 
| bx cos 0 + ay sin 02 = ab, 
解 得 两 切线 交点 C 的 坐标 


0 COS 2 bsin 各 


Cl 一 -一 
中 — 0» : 01 — 0» : 
cos Cs—ma 
bsin 中 十 刀 > 2 
和 天 一 ， 
所 以 koc D6 
Qcos 一 7 


设 号 的 中 点 为 奴 ， 则 点 M 的 坐标 为 
( a(cosfbi 二 cosbo) bsinbl + sin 0,) 


2 2 
， 0 十 0 
又 太一 bsin0l 二 singo) bsin 2 
MO a(cosO1+cos02) QcO8 01 +02 
2 


= koc,; 故 O、 MM、C 三 点 共 线 , 即 OC 平分 DE. 
同 理 0Qh 平 分 Bk, 0B 平 分 DF, 由 以 上 结 
论 知 , SAOBF 二 SAOBD; SAOAF = SAOAE, 


SAocD = SAoGCE, 
则 A: BEC: DB _ FA. BEC.DB 
AE-.CD-.BF BF.AE.CD 


SAOBF SAOAE SAOCD 


本 例 明显 的 解 题 方法 是 利用 面积 法 , 而 面积 
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法 是 平面 几何 解 题 系统 中 特 独 的 解 题 方法 和 思 
想 . 它 有 广泛 的 普 适 性 , 解析 几何 解 题 不 妨 也 借 
来 攻 玉 . 

例 4 〈2010 年 河南 省 高 中 数学 联赛 题 ) 己 是 
抛物 线 凡 ” = 2 上 的 动 点 , B.C 在 y 轴 上 , 圆 (zx 一 
1 十 二 1 内 切 于 APBO, 求 APBC 面 积 的 
最 小 值 . 

解 :如 图 4 设 P(m,n), 则 SApac=jlBClm. 





图 4 


设 PB、PC 边 上 的 切 点 分 别 为 D、E, 则 

SAPBC = (BC| 十 |PZ8| 二 |PClh) .1 = 
IBC| + |PDI, BPD? = (m—1)2+n2—1= 
m2m+n?=m, 则 PD|=m. 

所 以 OAPBC 一 BC 二 mm， 由 上 面 SApBc 
的 两 个 面积 表达 式 得 3|8Clm = |BC|+m. 

由 此 得 |BC| = 一 加 2 (m > 2), 故 得 

277 


SaAPBC = 一 一 十 入 
m2 
4 


= st+(m—2)+4 


4 
> = 二 本 
之 2 了 (人 一 2) 十 4 一 8 


当 且 仅 当 (mm 一 2)? = 4 即 m = 4 时 (n = 
+2V2), (SApBc)min = 8. 

此 题 的 标准 答案 没有 应 用 三 角形 面积 公式 
5 = (a 二 b+ cjr 切 , 显得 宛 繁 .如 果 改 用 上 述 
利用 面积 算 两 次 的 方法 , 将 大 大 简化 题解 . 

三 、 充 分 应 用 圆锥 曲线 的 本 身 几 何 性 质 简 
化 解 题 
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例 5 (根据 北大 保送 生 试题 改编 ) 痢 圆锥 上 曲 
线 4z2 十 Bry 二 C+Dr+Ey+ 下 =0. 焦 
点 已, 相应 的 准 线 ! 与 对 称 轴 交 点 为 效 , 过 五 的 
缠 AB, 离心 率 为 e, 则 

tan LAMB = 2csinc4e7 
1 一 e2sin2 ZAFzx 

证 明 : 如 图 5, 过 点 4、 妃 分 别 作 4 上 于 
点 D, BC 上 ! 于 点 C. 又 过 点 4、B 分 别 作 对 称 
轴 的 三 线 , 垂 足 分 别 为 B、G. 设 L4AFE = 
ZAMB = 20, 则 tan20 = -2tan6 . 

1— tan’6 

由 4D/MFIJ/BC, 得 DM : MC = 4F : 
FB. XAF: AD= BF: BC=e, 故 AF = 
eAD, BF = eBC. 代入 前 面 的 比例 式 得 

DM : MC = AD: BC, HAD 1L DM, 
BC LCM, 则 RtAADM cw RtABCM. 

所 以 ZAMD = LBMC, 由 此 知 LAMF 
= ZBMEF = 9. 因此 tan8 = AE : ME = 
AE: AD. 

又 AEB = AF .sina, 可 得 tan0 = (AP: 

2e Sin 0 
1 一 ce2sin2a 
应 注意 (1) 当 e = 1 时 , 为 抛物 线 的 结论 ; 
(2) 当 a = 屯 时 , 对 抛物 线 来 说 29 = 3 而 


对 椭圆 、 双 曲线 仍 成 立 . 


AD)sina = esina. tan 20 = 





(上 接 第 3-6 页 ) 

学 习 各 种 临近 领域 学 科 , 如 : 物理 、 计 算 机 等 也 
有 着 不 可 或 缺 的 重要 作用 . 通过 学 习 初 中 数学 
教科 书 立 体 几何 内 容 一 -现实 问题 的 分 析 , 可 以 
帮助 学 生 更 好 地 建立 平面 几何 与 立体 几何 的 关 
联 , 为 学 好 下 一 部 分 知识 作 好 铺垫 , 同时 为 初中 
数学 向 高 中 数学 过 渡 葛 定 了 一 个 直观 的 基础 . 

日 本 初中 数学 教科 书 立 体 几 何 内 容 有 更 多 
的 探究 和 延伸 的 空间 , 由 已 知 平面 推理 出 未 知 的 
空间 图 形 过 程 , 有 利于 学 生 的 更 深层 次 的 学 习 ， 
可 为 学 生 营 造 更 广阔 的 学 习 空 间 , 学 习 自 己 感 兴 


例 6 (2011 年 北大 保送 生 考 题 ) 若 已 是 双 曲 
线 j2z2 一 a272 = 02 (ab > 0) 上 一 点 , 两 焦点 
是 及 、 记 ,过 点 忆 作 双 曲 线 的 切线 PQ@, 求证 PQ@ 
必 平 分 LPFo. 

证 明 : 如 图 6, 过 点 也 作 PQ 的 垂 线 BC, 根 
据 双 曲 线 的 光学 性 质 知 , 瑟 射 出 的 光线 经 点 由 
BC 反射 , 则 反射 线 光 线 必 经 过 点 瑟 , 则 人 BA 
二 ZCPF, 由 此 推 知 < 下 PQ = LF2PQ， 即 
PQ 平分 PF. 

圆锥 曲线 本 身 有 丰富 的 几何 性 质 , 如 圆锥 曲 
线 定义 就 蕴含 了 较 多 的 几何 性 质 , 又 如 光学 性 质 
是 圆锥 曲线 得 天 独 厚 的 美妙 性 质 . 例 5、 例 6 正 
是 应 用 了 这 些 性 质 而 取得 简洁 的 解 题 效 采 . 

解析 几何 解 题 的 主要 方法 是 代数 方法 , 但 如 
果 能 适度 平面 几何 化 , 则 必 能 获得 巧妙 的 解 题 广 
法 , 我 们 没有 理由 不 接受 它 ! 有 人 曾 设想 建立 贺 
锥 曲线 的 几何 性 质 的 逻辑 体系 (文中 、 四 、[9])， 
这 三 本 书 均 以 综合 法 展示 圆锥 曲线 性 质 , 但 没有 
几何 原本 那样 顺畅 , 加 上 语言 艰 涩 , 故 没有 能 广 
泛 流 传 ， 笔者 认为 能 否 在 解析 法 的 框架 内 把 圆 
锥 曲线 几何 性 质 也 理 顺 为 象 平面 几何 那样 的 逻 
辑 系统 , 可 能 解析 几何 会 变 得 妙趣 模 生 . 
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趣 的 东西 , 同时 提高 教学 质量 进而 达到 教育 只 的 ， 
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编制 概率 试题 需 慎 重 


313000 浙江 省 湖州 二 


概率 进入 高 中 数学 已 经 很 多 年 , 随 着 教学 的 
深入 , 编 题 者 也 在 加 深 概率 试题 的 难度 和 拓 广 广 

近年 来 , 各 地 模拟 卷 中 编制 不 严密 的 概率 试 
题 层 出 不 穷 , 这 些 题目 并 不 适合 学 生 学 习 的 要 求 ， 
甚至 混淆 了 教材 和 考纲 对 概率 问题 的 考查 要 求 ， 
言 目 拔高 .本文 就 这 些 问 题 来 一 个 “ 欧 毛 求 疣 ?， 
以 求 此 类 问题 的 命题 可 以 做 到 完美 . 

1. 典型 错误 举例 

例 1 【( 苏 教 版 教材 必修 3 第 98 页 习题 8) 有 
红 、 黄 、 茧 三 种 颜色 的 小 旗 各 3 面 , 任 取 其 中 3 面 
挂 于 一 根 旗杆 上 , 求 : 

(1) 三 面 旗 子 全 是 红色 的 概率 ; 

(2) 恰 有 两 面 旗子 是 红色 的 概率 . 

解答 1 (标准 答案 ): (1 共有 3 种 挂 法 , 3 面 
篆 红 的 概率 为 2 


2 ， 
(2) 恰 有 两 面 红 色 的 概率 为 < = 2. 
解答 2: 所 有 的 族 子 均 不 相同 , 则 挂 法 总 数 为 
4 种, 
(1 全 红 角 的 基本 剖 件 为 民 和 因此 3 面 皆 
红 的 概率 为 4 = 二; 


(2) 恰 他 的 基本 人 C3 . ,C6 人 A3 3 
因此 愉 有 两 而 红色 的 概率 为 -~ 外 一 3 
辨析 : 解答 1 的 理解 是 “同色 的 渤 子 不 加 以 区 
别 *, 解答 2 的 理解 是 “同色 的 不 同 旗子 是 有 区 别 
的 ”, 因此 不 能 说 谁 对 谁 错 , 只 有 加 强 题目 条 件 才 
能 避免 上 述 情 况 . 可 以 将 题目 条 件 加 强 为 : 若 同 
色 的 旗子 均 认 为 是 完全 一 样 的 , 此 时 解答 1 就 合 
乎 情理 了 . 
例 2 (浙江 省 台州 市 2010 年 3 月 份 模拟 卷 ) 
将 3 个 完全 相同 的 小 球 随机 地 放 入 纺 号 依次 为 1 
2, 3, 4, 5 的 盒子 里 , 用 随机 变量 上 表示 有 球 盒子 
编号 的 最 大 信 


中 沈 恒 


(1) 求 P(E = 2); 

(2) 求 € 的 分 布 列 和 数学 期 望 BE. 

解答 1 (标准 答案 ) : (1) 由 于 是 “完全 相间 ”的 
三 个 小 球 , 因此 , 把 这 三 个 小 球 放 入 有 编号 的 5 
个 盒子 中 , 其 结果 有 三 : 

(i) 三 个 小 球 在 其 中 的 3 个 盒子 中 , 有 种; 

(让) 三 个 小 球 分 别 在 其 中 的 2 个 盒子 中 ,， 有 
Cs 04 种 ; 

(者 ) 三 个 小 球 都 在 其 中 的 1 个 盒子 中 , 有 C$; 
这 样 共有 C8 + C3C3 + C8 = 35 种 . 而 tf = 2 表 
示 的 情形 有 1 + = 3 种 所以, P(E€ = 2) = 


35° 






FTPzaT4TS 
(2)6 的 分 布 列 同上 , 数学 期 望 BE 一 4 
解答 2: (1) 这 里 虽然 是 * 完 全 相同 "的 三 个 小 

于 操 这 三 个 小 球 放 入 有 纺 号 的 5 个 全 于 中 不 
只 看 结果 情形 , 还 要 考虑 * 放 入 "的 过 程 次 数 多 

» 这 样 出 现 的 基本 事件 是 等 可 能 的 ， 因 此 , 放 

入 有 编号 的 5 个 盒子 中 , 每 一 个 球 有 5 种 选择 广 

法 , 则 结果 共有 5 种 . 同 理 € = 2 表示 的 情形 有 

2 一 1 种 所 以 , PE= 2) = 5 


eT T1341 3) 
1 了 19 37 6L 
(2) 的 分 布 列 同上 , 数学 期 望 BE = 纪 ， 
辨析 :按照 解答 1 的 理解 对 基本 事件 的 个 数 
从 结果 上 去 考虑 有 35 种 , 因此 得 到 P(€ = 2) = 
尖 ， 这 各 了 认 了 这 此 结果 是 等 可 能 事件 事实 
上 , 三 个 小 球 在 同一 盒子 中 的 概率 为 -35, 三 个 


小 球 在 三 个 盒子 中 的 概率 为 or ; 显然 不 是 等 可 









2012 年 第 3 期 


数学 教学 


3-43 





能 事件 . 过 到 这 样 的 问题 , 必须 将 其 转化 为 基本 
事件 是 等 可 能 出 现 的 . 

例 3 (2009 年 江南 五 校 联 考试 题 ) 如 图 1， 
已 知 半圆 的 直径 4B = 2R, 作 平行 于 4 已 的 弦 
MN, 求 使 得 弦 MN < 及 的 概率 . 


GC 
MN 


了 / 


A B 
图 1 
解答 1 (参考 答案 ): 记 弦 MA < RR 为 事件 
“4, 由 于 平行 于 AB 的 纹 训 入 落 在 半 因 内 , 故 总 
的 测度 为 半圆 面积 ， 当 弦 MN 落 在 弓形 MCA 
中 时 事件 4 发 生 , 故 弓 形 面 积 为 事件 4 发 生 的 测 
度 , 于 是 : 
P(4) = DB 形 MCN 
1 p2_ V3p2 
_ oe a R | 
37R? 
性 . 
M 7 N 
A B 
图 2 
解答 2: 如 图 2, M 在 AC 上 运动 , 当 MN = 
R 时 , ZMOC = 6 而 人 4OC = 人 于 是 P(A4) 
_ LZMOC _1 
LAAOC 3 
解答 3: 如 图 2, 平行 于 4B 的 弦 MN 对 应 
< 民 时 , 事件 委 的 测度 为 线段 CD 的 长 , 于 是 : 
cp 一 号 V3 
辨析 :几何 概 型 间 题 一 定 要 搞 清楚 等 可 能 的 
角度 是 什么 . 同一 个 问题 不 同 角度 考 虚 , 会 产生 
不 同 答案 , 如 著名 的 “ 贝 特 朗 悖 论 ",， 有 三 种 以 上 
答案 .因此 , 在 试题 中 应 明确 问题 指定 的 角度 ， 
避免 出 现 不 同 答案 . 


例 4 (参考 教 辅 资料 《必修 3 教材 解析 》) 如 
图 3, 车 在 等 腰 直 角 三 角形 ABC 中 , 过 直角 顶点 





C 在 L4CB 内 部 作 一 条 射线 CM 与 4B 交 于 点 
M, 求 AM < AC 的 概率 . 
和 | 


图 3 
解答 1( 参 考 答案 ): 设 事件 4 为 线段 4 以 长 
小 于 线段 AC 长 ”, 点 在 线段 4 马上 均匀 移动 
为 背景 作为 等 可 能 , 设 4C = 1, 4B = V2, 所 
以 P(A) = 2 
解答 2: 设 事件 4 为 "线段 4MM 长 小 于 线段 


”4C 长 ", 射线 CJM 与 4C 所 成 角 为 均匀 增长 , 故 


以 角度 的 增长 为 背景 是 等 可 能 的 , 当 AM = AC 
时 9 = 67.5°, 6 在 0 到 90e 变 化 , 因此 P(4) = 
67.5 _ 3 


90 4 

辨析 : 题 意 中 隐 售 了 线段 CM 在 LA4CB 中 均 
与 分 布 的 假设 , 而 解答 1 却 把 它 理解 为 点 M 在 
AB 上 均匀 分 布 . 因此 , 解答 1 是 不 符合 题 意 的 . 

2. 小 结 

(1) 例 1 属于 题 意 条 件 不 清 , 因此 答案 不 唯 
一 ; 例 2 属 于 命题 者 忽略 了 古典 概 型 必须 蚌 以 等 
可 能 的 基本 事件 为 背景 的 条 件 ; 例 3、 例 4 属于 
命题 者 和 解 题 者 对 等 可 能 假设 的 不 同 理解 . 希 
望 以 上 几 例 引起 命题 者 重视 . 

(2) 笔 者 发 现 , 编制 的 错误 概率 试题 , 往往 都 
是 编 题 者 对 松 率 问题 中 等 可 能 的 判断 出 现 偏差 . 
排列 组 合 中 有 很 多 试题 求 方法 种 数 , 但 教学 中 并 
不 审视 这 些 方法 种 数 是 否 是 等 可 能 的 , 因此 将 这 
样 的 想法 带 进 概率 教学 中 去 是 有 害 的 ! 

(3) 教 材 和 考纲 所 要 学 生 解 决 的 是 以 等 可 能 
为 背景 出 现 的 基本 事件 建构 的 概率 问题 , 因此 必 
须 将 概率 问题 转化 为 等 可 能 背景 求解 . 

(4 对 基本 事件 是 否 是 等 可 能 的 判断 不 是 教 
学 的 重点 ,但 用 到 基本 事件 去 解决 概率 问题 的 
话 , 在 现 阶段 必须 是 等 可 能 的 , 否则 学 生 无 法 求 
解 . 笔者 认为 一 方面 能 利用 基本 事件 解决 一 些 
实际 问题 , 但 也 要 考虑 基本 事件 的 等 可 能 性 ; 另 
一 方面 , 就 本 文 所 涉及 的 内 容 可 以 选择 性 地 编写 
试题 , 因为 几何 概 型 与 古典 概 型 中 基本 事件 等 可 
能 的 判断 是 整个 概率 教学 的 基础 . 
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对 2011 年 全 国 高 考 大 纲 郑 理科 第 21 题 的 研究 


201600 上 海 市 松江 二 中 于 福山 


2011 年 高 考 已 经 落下 帷幕, 但 高 考 给 我 们 留 
下 了 很 多 宝贵 的 资源 , 其 中 有 很 多 值得 研究 的 好 
题 , 比如 2011 年 高 考 数 学 全 国 大 纲 卷 理科 第 21 
题 (文科 第 22 题 ) 就 是 一 道 值得 好 好 研究 的 好 题 ， 
题目 如 下 : 

， 题目 : 已 知 O 为 坐标 原点 , 三 为 椭圆 C : 2 十 
所 二 1 在 y 轴 正 半 轴 上 的 焦点 , 过 点 刁 且 斜率 
为 -V2 的 直线 /与 C 交 于 4、 BB 两 点 , 点 了 满足 
OA+OB+OP= 0. 

(证 明 :点 已 在 C 上 ; 

(I) 设 点 P 关 于 点 0 的 对 称 点 为 @, 证明: 4、 
P、B、Q@ 四 点 在 同一 罚 上 . 





1 

下 面 笔者 拟 从 多 角度 研究 此 高 考题 , 不 足 之 
处 请 子 指 正 . 

一 、 考题 的 多 种 解答 

上 述 高 考试 题 是 证 明 点 在 曲线 上 及 平面 上 
四 点 共 圆 问题 , 考查 的 知识 点 主要 是 直线 与 椭圆 
的 基础 知识 , 经 过 笔者 研究 , 主要 有 以 下 多 种 证 
明 方法 . 

(1) 证 法 1:F(0,1),laB: V2z+y 一 1=0, 于 是 
{ V27r+y—1=0, | (SS 4). 


2 3? 
z2? 十 所 =1 4 2 








(县 3 
B ， . 

4 2 

由 04+O8B+OPB=-T 得 忆 Ce 
显然 点 已 坐标 满足 椭圆 C 的 方程 , 大 点 PP 在 C 
上 . 

证 法 2: F(0,1), 1ap : V2% 十 y 一 1=0, 于 是 
[人 

2 

TXT 十 了 1 
—> 4%2— 2V2xr—1=0 


4, +y2=1, 
即 点 4、B 的 中 点 坐标 为 攻 5 
以 OA、OB 为 邻 边 作 平 行 四 边 形 OACB, 则 


V2 一 一 一 一 一 一 一 一 
CG -a1 ; 显然 OC = OA + OB. 


一 21 十 了 Z2 一 


结合 已 知 条 件 知 GE = -DC, 联系 椭圆 的 
对 称 性 知 点 己 在 C 上 . 
V2-V6 1+vV3 
4 2 ~ 


(区 证 法 1 由 (中 得 4 


B (1 P (1) 


4 2 
V2 

Q@ 与 点 了 关于 原点 对 称 , 故 @ 攻 1 . 

利用 向 量 或 余弦 定理 容易 计算 cos <APB+ 
cos ZAQ@B = 0, 即 四 边 形 4PBO 对 角 互 补 , 从 
而 四 点 共 轿 . 

证 法 2: 由 (1) 易 求 得 PQ 的 直线 方程 为 y = 
V2z, 设 AB 与 PQ 的 交点 为 RR, 由 


y 一 一 V2z 十 1， ,pp V2 1 
2 = V2x 4 2 


故 |PRI | 名 局 | 
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一 V1 十 /plZP 一 ZR| 


1 十 pplze — za| = 8， 
IAR|I:|BRI= vit kz 有 |ZA oal 
V1i+ksrlZp — ZR| = 8 
“|PARI :IQR| = 14 四 .1BRI, 由 圆 的 相交 
消 定 理 的 逆 定 理 知 A、P、B、Q@ 四 点 共 贺 . 
二 、 考题 的 深入 研究 
上 述 高 考试 题 经 过 研究 , 可 以 得 出 很 多 有 意 
思 的 结论 . 
1. 原 题 的 另 一 种 叙述 
由 OA4 十 OB +OP = 0 及 点 P 关 于 点 0 
的 对 称 点 为 @, 则 OQ = O04 二 0B, 即 点 & 实 际 
上 是 以 0O4, 0B 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 一 个 顶 
点 , 当然 这 里 点 已 也 在 椭 加 上 , 于 是 原 题 可 以 这 
1 已 知 O 为 坐标 原点 ,了 为 椭圆 C : 
2Z2 十 = = 1 在 y 轴 正 半 轴 上 的 焦点 , 过 点 了 了 且 
斜率 为 一 V2 的 直线 1 与 C 交 于 A、B 两 点 , 则 以 
Oh、OB 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 第 四 个 顶点 @% 
一 定 在 椭 阅 C. 上 , 且 A、B、@ 及 点 @ 关 于 不 点 的 
对 称 点 了 四 点 共 贺 . 


注意 到 直线 AB 的 斜率 为 一 V2, 而 直线 PQ 


的 斜率 为 V2， 直线 4B 与 PQ 相交， 因此 线段 
AB 与 PQ 即 是 圆 的 两 条 相交 弦 , 也 可 以 理解 为 
椭圆 C 的 两 条 相交 弦 ， 于 是 本 题 也 提供 了 一 个 
如 何 经 过 椭 贺 上 四 点 作出 圆 的 方法 , 即 

人 已 知 O 为 坐标 原点 , 下 为 桶 因 C : 
?十 全 = 1 在 y 轴 正 半 轴 上 的 焦点 , 过 点 了 且 
斜率 为 一 V2 的 直线 /与 C 交 于 4、 互 两 点 , 过 原 
点 O 且 斜率 为 V2 的 直线 /与 C 交 于 PQ@ 两 点 ， 
则 4A、P、B、@ 四 点 共 圆 . 

由 于 直线 4B 与 PQ 交 于 R 点 , 因此 直线 4B 
与 P@ 可 以 认为 是 过 椭圆 内 定点 的 两 条 相交 直 
线 , A、P、B、Q@ 即 这 两 条 相交 直线 与 椭 阅 的 交 
点 , 于 十 可 以 得 到 如 下 的 结论 . 


命题 3 已 知 0 为 坐标 原点 , R (3)» 


vy? 
椭圆 C : zx? + 一 1 内 定点 , 过 点 忆 作 斜率 分 
别 为 一 V2、 V2 的 直线 lL 与 C 交 于 点 4、P、B、 
Q, 则 4、P、DB、Q@ 四 点 共 圆 . 
2. 一 般 化 及 推广 研究 


+2b2ckz—bt =0—> 
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对 于 上 述 考 题 能 否 推 导 一 般 化 结论 呢 ? 笔 
者 经 过 研究 得 到 一 系列 结论 . 


， 命 题 4 已 知 0 为 坐标 原点 , 为 椭圆 C : 
妨 十 五 一 1(o > b> 0) 的 焦点 ,过 焦点 也 作 一 
系 直 绪 与 椭 回 C 交 于 A 也 两 点 , 则 以 线 股 OA、 
OB 为 邻 边 所 作 的 平行 四 边 形 的 第 四 个 顶点 @ 
在 椭 贺 C 上 的 充 要 条 件 是 椭圆 C 的 离心 率 e < 


V3a2—40? 
~,1), 且 直 线 AB 的 斜率 k4B 一 圭一 一 


此 时 , 车 2 = 25, 则 A、B、@ 及 点 @ 关 于 原点 
的 对 称 点 也 四 点 共 回 . 

证 明 : 仅 对 椭圆 在 y 轴 正 半 轴 上 的 焦点 为 例 
加 以 证 明 , 至 于 在 y 轴 负 半 轴 上 的 焦点 同 理 可 证 . 
设 F(0,c), 其 中 c= Va* 一 以. 

先 证 必要 性 . 显然 直线 AB 的 人 冬 率 存在 , 设 
laB: y= kz+e, A(Ti,)、B(z2,y2), 则 


y = kz + ee, 
2 2 
2 =1 


3 
—> (oa2 十 2 十 2b2ckz — b=0 


网 2b2cK 
1 2 一 一 -7 DT2， 
-| 0 才 
C 
+y =o pa 


利用 平行 四 边 形 的 性 质 易 得 


of- 2b2ek 2a2c 
Qa2 + D2k2’ 0a2 十 82812 全 


由 于 点 名 在 椭圆 C 上 , 代入 得 
2a2c \? 2b2ck 下 
(5 十 i ) (a 十 a ) 


b 
dc —o 30°— 4b2 
2 bp2 ’ 





一 一 大 2 一 


于 是 3a2 4602 > 0 
1 2 一 4 2 
一 "eec|- 2 目 kap = + 全 


再 证 充分 性 设 14B :Y= kzt+c, A(z1, 1)、 
y= kr+c 
B(x2, y2), 则 yz ~2 
2 十 页 一 
YX1 二 X22 一 一 


一 (2 十 0212)22 


2b2ck 
a2+b2k2’ 
a2 
Wy = CE 二， 
一 Dec8 Qe 
¢ ~ 
于 沁 42 的 中 点 为 呈现 十 砚 硕 殉 和 


则 点 O 关 于 点 及 的 对 称 点 为 
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—2b2ck 2a2e 
Q2 + bk2’ a2 + 0b2k2 及 

将 点 @ 的 又 标 人 入 到 怖 圆 C 的 方程 中 , 并 将 
kap = + 人 代入 得 
2a2c \? 202cK \? 
+ 
_ dc*(a2+bk) 4c2 
-TR ~ 

4c2 


-一 D — 
a2 4 + 40? 
即 点 和 在 其 圆 上 , 由 于 四 边 形 OAQB 的 对 角 线 
互相 平分 , 于 是 四 边 形 OAQB 构成 一 个 平行 四 
边 形 , 结论 成 立 . 
下 面 证 明 若 a? = 212, 则 4、B、P、Q@ 四 点 


laBp:y= kz+e, 其 中 二 3 一 0 

因为 @? = 252, 所 以 k? 一 3 2 人 一 
2a2c 

kpa=koo—— St 2 
20*ck 2b*ck 大 


= —k, 因此 !LPe : y = —k2. 

故 4、B、P、@ 四 点 满足 方程 (kz 一 y 十 
Kz ty) = 0. 义 4、B、P、Q@ 四 点 在 椭圆 C : 
弛 十 本 = 1(a > 5 > 0) 上 , 于 是 经 过 4、B、 
P、 四 上 的 一 次 国 效 系 方程 可 设 为 (kz 一 4 十 
okz+g+A( 抱 2 -0 


b2 
整理 得 (e+ + 癌 ) + (六 1) +cekz 
十 以 一 入 一 0 on (*) 
。 入 入 
当 久 十 训 三 二 一 1 时 , 基 
oa2b2 
入 一 2 ak +1)= -6b, 方程 (*) 变 


422 + dy? kz oy 60* = 0. 

由 于 (一 eck)?2 寺 (一 c)? 一 4.4:( 一 662) = 3c2 十 
966? > 0, 所 以 4z2 十 402 一 ckz 一 cy 一 602 = 
0 表示 一 个 圆 的 方程 , 即 4、B、P、Q@ 四 点 均 在 方 
程 为 4z2 二 + 4y? 一 ckz 一 cy 一 6b2 = 0 的 圆 上 . 

命题 4 研究 的 是 焦点 在 y 轴 上 的 椭圆 的 情形 ， 
对 于 焦点 在 z 轴 上 的 椭圆 , 有 完全 类 似 的 结论 , 现 
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叙述 如 下 . 
命题 5 已 知 0 为 坐标 原点 ,了 为 椭 加 CC : 
二 十 帮 二 1(g > b> 0) 的 焦点 , 过 焦点 作 一 


氏 直 续 与 寅 加 C 交 于 4、 BB 两 点 , 则 以 线 眉 Oh、 
0B 为 邻 边 所 作 的 平行 四 边 形 的 第 四 个 顶点 Q 
入 区 C 上 的 要 条 件 本 0 的 丙 心 家 ee 
t ， 

31) 日 直线 4B 的 全 率 kap 一 十 -= 


训 仙 和 不 存在 .此 时 ,车 避 二) 则 4 BQ 
及 点 关于 原点 的 对 称 点 也 四 点 共立 . 

命题 5 的 证 明 与 命题 4 完全 类 似 , 留 给 读者 
自行 完成 

三 、 从 命题 背景 研究 

命题 者 的 出 题 思路 或 背景 是 高 考试 题 研究 
者 关注 的 , 对 于 上 述 高 考试 题 , 笔者 仔细 戎 阅 了 
人 教 版 教材 , 找到 了 “号 丝 马 迹 ” 

人 教 人 版 选修 4-4 第 38 页 例 4 有 如 下 的 一 着 
例题 : 已 知 4B、CD 是 本 园艺 十 殷 = 1(c > 
b > 0) 的 两 条 相交 弦 ， 交点 将 P 且 它 们 的 倾斜 
角 互补 (如 图 2 所 示 ), 求证 

IP4| :IPB|= |PC| .IPDI|. 





图 2 
以 上 例题 的 结论 类 似 于 图 中 的 “相交 弦 定 
理 ”, 从 中 可 以 看 出 圆 中 有 些 结论 可 以 类 比 推广 
到 椭圆 中 . 而 在 圆 中 有 “和 割 线 定理 ”, 那么 在 椭 加 
中 有 “ 制 线 定理 * 吗 ? 双 曲 线 与 抛物 线 呢 ? 关于 这 
机 全 文山 进行 了 详细 的 研究 , 得 到 了 如 下 的 
个 结论 . 
结论 1 恕 果 圆 锥 暴 线 (标准 方程 ) 的 两 条 弦 
站 有、CD 所 在 直线 的 交点 为 P, 且 它 们 的 倾斜 
角 互补 , 那么 [PA| :IPB| = |PC|.|PDI, 且 4、 
B、C、 DD 四 点 共 加 . 
结论 2 如果 圆锥 曲线 (标准 方程 ) 的 两 条 弦 
AB、CD 所 在 直线 的 交点 为 P, 那么 4A、B、C、 
DD 四 点 共 图 的 充 要 条 件 是 直线 4B、CD 的 倾斜 
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利用 GeoGebra 研 究 试 题 的 几 个 切入 扩 


311200 浙江 省 杭州 市 北山 区 第 十 一 高 级 中 学 沈 油 江 


研究 试题 是 教师 的 常规 工作 , 它 对 精 选 例 
题 、 习 题 、 考 题 有 用 , 对 抑制 题 海战 术 有 利 , 对 提 
高 教学 效率 有 益 . 研究 试题 一 般 可 以 从 试题 的 立 
意 、 试 题 的 背景 、 试 题 的 解法 、 试 题 的 推广 、 试 
是 的 命 制 思路 、 试 题 命 制 中 的 玻 症 等 几 个 方面 
入 手 . 有 些 试题 的 图 形 比较 复杂 , 有 些 试题 仅 画 
草图 则 研究 不 够 精确 , 特别 是 一 些 动态 问题 , 画 
草图 很 难 体 现 其 动态 的 过 程 , 所 以 在 平时 的 教学 
工作 中 , 笔者 常常 供用 GeoGebra 来 研究 试题 . 

GeoGebra(Geometry 十 Algebra) 是 2002 年 
由 美国 佛罗里达 州 大 学 的 Markus Hohenwarter 
教授 所 设计 的 一 炊 结 合 几何 、 代 数 和 微 积分 的 免 
费 动态 数学 软件 , 迄今 为 止 , 已 获得 十 一 项 国际 
荣誉 , 包括 欧洲 和 德国 的 教育 软件 奖项 与 几何 
画板 、 超级 画板 等 软件 相 比 ,GeoGebra 的 特点 
主要 有 以 下 几 点 :(1) 功 能 强大 , 集 几 何 作 图 、 代 
数 运算 和 数据 处 理 于 一 体 , 适用 于 大 中 小 学 数学 
的 教 与 学 , 可 避免 多 个 软件 相互 切换 ; (2) 易于 交 
流 和 学 习 , 特有 的 “ 作 图 过 程 "与 “ 作 图 过 程 导 航 
条 ”可 再 现 课 件 的 制作 过 程 , 真正 做 到 “所 见 即 所 
得 ?; (3) 免费 软件 ,资源 共享 , 基于 java 程序 编 
写 , 便于 远程 交流 和 网 上 学 习 . 

本 文 以 笔者 自身 实践 为 基础 , 以 试题 的 命 制 
思想 、 试题 的 命 制 背景 、 试题 的 命 制 瑕 症 为 切入 
点 , 介绍 GeoGebra 在 试题 研究 中 的 应 用 . 

一 、 研究 试题 的 命 制 思路 

案例 1 出 ”已 知 定义 在 实数 集 了 及 上 的 偶 函 数 
F(z) 的 最 小 值 为 3, 上 且 当 z 关 0 时 , FAz) = 3ex 十 
wa, 其 中 e 为 自然 对 数 的 底数 . 

(1) 求 函数 f(z) 的 解析 式 ; 


Pd dd dss sss 


角 互 补 . 

实质 上 上 述 结论 类 似 于 圆 中 的 "图 苦 定 理 及 
其 道 定 理 ”. 因此 在 以 上 背景 研究 的 基础 上 , 我 
们 对 高 考 考题 有 了 一 个 更 深入 的 认识 , 并 且 我 们 


(2) 求 最 大 的 将 数 mm(m > 1), 使 得 存在 t € 
R, 只 要 xz E11,ml, 就 有 f(z +t) < 3ez. 

本 题 设计 巧妙 , 很 好 地 对 2002 年 全 国 高 中 数 

学 竞赛 一 试 的 压 卷 题 进行 了 改编 , 但 是 学 生 感 党 


”第 (2) 小 题 很 难 入 手 , 甚至 连 读 慌 是 意 都 有 困难 ， 


所 以 笔者 尝试 利用 GeoGebra 对 试题 的 命题 思路 
进行 了 探究 . 







B (4.51, 36.74) 


1 一 一 2 


1 
从 第 (1) 小 题 求 得 f(z) = 3el”i, 利用 软件 
的 “ 滑 杆 "工具 新 建 参数 t, 然后 在 “命令 框 " 中 输 
入 “g(2) = 3ez2 “h(z%) = 3e 人 (abs(z 十 丰 )”, 按 
ENTER 键 生成 函数 图 像 . 拖 动 “ 滑 杆 "改变 参数 


t 的 值 , 如 图 1 所 示 , 发 现 当 t = 一 2 时 , g(x) = 
3ez 和 (Zz) = 3el*+4 的 其 中 一 个 交点 模 坐 标 恰 
好 为 x = 1, 而 此 时 另 一 个 交点 的 模 坐 标 为 2 = 
4.51, 邵 存 在 t= 一 2, 只 要 x €[1,4.51], 3el?+ 半 < 
3ez 恒 成 立 , 所 以 m = 4.51 满足 题 意 , 当 m > 
4.51 时, 无 论 h(z) = 3el*+ 左 移 还 是 右 移 (参数 
t 的 改变 ), 均 存 在 zeE [1,?mj， 使 3elz+ 引 > 3ez， 
所 以 此 时 不 存在 上 满足 题 意 , 所 以 m < 4.51, 但 
是 如 果 没 有 计算 器 , 要 求 出 m = 4.51 是 不 可 能 


rr Per 


还 可 以 类 似 地 去 研究 双 曲 线 、 抛 物 线 的 情形 . 
参考 文献 
[1 郑 观 室 . 一 道 课本 习题 的 探究 、 推 广 与 应 
用 J. 数学 教学 , 2011 (1): 26 一 28. 
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的 , 所 以 命题 者 又 巧妙 地 将 问题 设置 为 求 整数 m 
的 最 大 值 , 在 降低 题目 难度 的 同时 , 又 考查 了 导 
数 的 应 用 和 函数 零点 存在 定理 . 

将 上 述 探 究 过 程 翻译 成 代数 语言 , 就 是 命题 
者 所 给 出 的 参考 答案 .这 样 的 探究 使 学 生 更 容 
易 明白 为 什么 一 开始 要 用 特殊 值 /(1 十 t) < 3e 
求 出 -2 < t < 0, 然后 再 用 能 成 立 问题 的 解 题 
思路 求 得 e-? < 一 -, 为 了 求 出 满足 上 述 不 等 式 
的 最 大 浆 数 mn, 要 构造 函数 , 用 导数 和 零点 存在 
定理 解决 . 所 以 探究 试题 的 命题 思路 , 不 仅 可 以 
让 学 生 更 加 深刻 地 理解 题目 的 本 质 , 提高 试题 讲 
评 的 效率 , 还 可 以 进一步 提高 教师 的 解 题 能 力 和 
命题 水 平 . 

二 、 研究 试题 的 命 制 背景 

案例 2 (2007 年 全 国 高 考 陕西 卷 理科 第 21 
题 ) 已 知 椭圆 C : 巧 十 三 = T(o > b> 0) 的 
离心 率 为 %, 短 轴 一 个 端点 到 右 焦点 的 距离 为 
V3. 

(1) 求 椭圆 C 的 方程. 

(2) 设 直线 ! 与 精 因 C 交 于 A、B 两 点 , 坐标 
原点 O 到 直线 /的 距离 为 5, 求人 AOB 面 积 的 
最 大 值 . - , 

本 题 (1) 求 得 椭圆 C 的 方程 为 + =1. 
本 题 (2) 的 参考 答案 利用 联 立 方程 、 韦 达 定 理 、 
村 本 不 等 式 求 得 |ABlmax ==2, 即 Smax = 从 
0.87, 但 是 计算 过 于 复杂 , 考虑 到 本 题 是 一 道 动 
态 最 值 问题 , 要 想 简化 方法 , 必须 找到 运动 过 程 
中 不 变 的 因素 , 所 以 笔者 用 GeoGebra 对 其 进行 
了 探索 . 

首先 在 命令 框 * 中 输入 “x?/3 寺 妨 = 二 1* 和 
“zp2 十 2 = 3/42, 得 到 相应 的 椭 贺 和 圆 的 方程 ， 
然后 在 贺 O 上 任 取 一 点 P, 利用 “切线 "工具 过 点 


己 作 圆 C 的 切线 因为 圆 C 的 半径 为 2, 所 以 


原点 O 到 切线 ! 的 距离 为 % 所 以 切线 1 就 是 
题目 条 件 所 给 的 直线 ), 再 利用 “交点 ”工具 作出 
切线 /与 椭圆 的 两 个 交点 4、B, 然后 利用 “多 边 
形 * 工 具 构 造 人 40OB, 并 用 测 攻 面积 ”工具 测 其 
面积 为 Area AOB, 最 后 利用 “测量 角度 "工具 测 
得 Z<40O0B 的 大 小 , 如 图 2 所 示 . 
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yt Area AOB=0.87 
[| B AOB=90° 





图 2 


拖 动 点 已 我 们 可 以 看 到 A4OB 的 面积 
Area AOB 在 连续 的 变化 , 但 是 4OB 的 大 小 却 
始终 等 于 90*, 这 就 是 运动 变化 中 的 不 变量 , 也 是 
本 题 命题 的 背景 : 对 定点 张 直角 的 二 次 曲线 弦 问 
题 有 了 对 上 述 背 景 的 本 质 认识 , 本 是 的 解 顾 思 
路 也 苑 之 打开 , SAao8 可 以 不 依赖 于 强 |4B| 而 
求 得 , 如 5 = > x 104| x |OB|, 把 点 坐标 代入 


即 可 得 Sanaos = lzuge - zz, 那么 由 柯 本 
不 等 式 可 以 一 步 得 出 结果 


SAAOB = sz1y2 — Toyi | 





Br 2 | 
了 V3 V2 V3 dy! 
V3 2? £2 V3 
< (时 + (至 + 妈 )= 富 
也 可 以 将 椭圆 参数 方程 代入 SAAoB， 0 
1 3 ， 3 
= 7jzlya 一 2z2g| = |sin(a — PB)| < ~ 


而 且 本 题 的 改编 也 就 非常 顺 其 自然 了 ， 比 如 在 
GeoGebra 中 增 大 圆 的 半径 , 可 以 发 现 和 40B 者 
是 锐角 , 减 小 贺 的 半径 ,<A4OB 都 是 钝 角 , 所 以 
当 L40B 为 直角 时 , 晓 的 半径 应 该 满足 一 定 的 
条 件 ， 所 以 可 以 命 制 下 面 的 试题 : 


改编 : 已 知 慷 加 C : 方 十 页 = l(a>6b> 


0) 的 离心 率 为 2 短 轴 一 个 端点 到 右 焦 点 的 距 
离 为 V3, 坐标 原点 为 O. 

总 ) 求 椭圆 C 的 方程 . 

1) 设 直线 /与 椭圆 C 交 于 4、B 两 点 , 若 04. 
OB =0, 求 O 到 直线 ! 的 距离 . 

葛 进 一 步 , 可 以 将 OA .OB = 0 换 成 54 
OB = -等 , 当然 也 可 以 从 A4OB 的 面积 、 蓄 
AB 的 长 度 , 直线 4B 的 方程 等 入 手 改 编 试题 . 

三 . 研究 试题 的 命 制 瑕 辣 

案例 3 四 从 双 曲线 三 一 务 =1 (a > 0,6 > 
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0) 的 左 焦 点 引 加 2 十 访 = 的 切线 4 切 点 
为 工 , 且 L 交 双 曲 线 的 右 支 于 点 了, 次 点 凡是 线段 
六 P 的 中 点 , O 为 坐标 原点 ; 则 |OM| 一 |TM] = 


参考 答案 运用 了 平面 解析 几何 知识 与 双 则 
线 的 定义 , 很 巧妙 地 解决 了 本 题 , 得 到 答案 为 5 一 
a, 但 是 仔细 分 析 参 考 答案 , 发 现 其 中 非常 关键 的 
一 步 |MFi| = |MT|+|T 有 | 需要 点 T 落 在 点 MM 
与 点 三 之 间 , 但 是 参考 答案 却 没 有 说 明 , 这 引起 
了 笔者 探索 的 兴趣 

在 GeoGebra 中 利用 "“ 滑 学 "工具 建立 两 个 参 
数 & 和 久 然后 在 命令 框 中 输入 *z2 十 妃 = a22 和 
21/a2 一 82/ 妇 = 1”, 得 到 相应 的 加 和 双 此 线 图 
像 , 再 输入 “ = (sqrt(@2 十 所),0)” 得 至 双 则 
线 的 左 焦点 及 ,利用 "切线 ?工具 过 点 五 作 圆 的 
切线 4, 切 点 为 点 T, 用 "交点 "工具 作 /! 与 双 昌 线 
右 支 的 交点 为 点 已 , 再 利用 “中 点 "工具 构造 下 PP 
中 点 为 Mr, 如 图 3、 图 4、 图 5 所 示 . 

1 已 一 ] 
3 
[IQOMI=1.20 [MT|=0.81 


IOMI-IMTI=0.48 64—a=2.1 
JOMI4IMTI=2.1 b+o=4.1 


















图 3 
CQ 一 ] 
b=2 
JOMI=1 13771=0 


IOMI-INMNT)=1 b~a=!l 
I1ONMI+IMTI=1 b+o=3 
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固定 参数 4 = 1, 拖 动 参数 5b, 可 以 发 现 如 下 
结论 : 当 > 2a 时 (如 图 3), 点 工 落 在 点 好 与 点 
PP 之 间 , 此 时 |OM| 一 |TM| 不 是 定 值 , 但 IOAMZI+ 
TM| 恒 为 定 值 6 一 a; 当 b = 24 时 (如 图 49, 点 
与 点 慎重 合 , 此 时 |OM| = 5 一 oa, 当 < 2a (如 图 
5), 点 了 才 落 在 点 好 与 点 亚 之 间 , 此 时 |OM| 一 
[TM| 恒 等 于 6 一 a. 


y 







ua=1 
b=1.3 


IOMiI=1.82 
[OME— MTI=0.3 bm#20.3 
[OMITHIMT]=3.33 b+44=2.3 








1 4 人 一 1.52 





图 5 

通过 GeoGebra 的 探究 分 析 , 上 述 问 题 答案 
确实 不 唯一 , 可 以 通过 添加 条 件 上 > 2 来 唯一 确 
定 答案 , 但 是 考虑 到 学 生 在 面 对 条 件 b < 2 时 很 
难 将 之 转化 为 点 下 落 在 点 好 与 点 及 之 间 , 虽然 
可 以 用 方程 思想 研究 , 但 运算 增 太 大 , 增加 了 题 
目的 难度 , 所 以 可 以 在 题目 旁边 附 上 图 5, 这 样 
用 参考 答案 解答 就 会 非常 方便 . 所 以 笔者 猜测 
可 能 基 命 题 者 在 命题 寺 遗 漏 了 图 像 . 

由 上 述 几 个 案例 可 以 看 出 , 利用 GeoGebra 
研究 试题 确实 有 其 过 人 之 处 , 但 是 ，GeoGebra 
作为 工具 ,其 目的 是 让 我 们 理解 数学 问题 更 简 
单 ,更 深刻 , 所 以 在 平常 使 用 过 程 中 , 一 定 要 提炼 
现象 痛 后 的 本 质 , 让 GeoGebra 真 正 为 我 们 研究 
试题 所 用 . 

参考 文献 

上 李 平 龙 ， 我 为 高 考 设 计 题 目 []. 数学 通 
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图 4 四. 中 学 数学 教学 参考 , 2011 (3): 44. 
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(上 接 第 3-16 页 ) 
何妨 ? 
这 些 问题 都 二 学 生 在 学 习 *“ 课 内 ?知识 过 程 
中 产生 的 “课外 ?问题 , 其 思维 方式 完全 不 同 于 我 
和 们 老师 编制 的 那些 “无 病 串 吟 * 的 延伸 拓展 题 , 新 
笑 、 独 特 、 妙 不 可 言 . 难怪 爱 因 斯 坦 说 “提出 一 个 
问题 往往 比 解决 一 个 问题 更 重要 ”. 我 们 老师 如 


米 不 束 励 学 生 质 疑 , 搭建 让 学 生 质 疑 的 平台 , 或 
许 : 我 们 根本 无 法 了 解 我 们 的 孩子 有 多 聪明 , 尽 
管 他 们 在 数学 学 习 中 显现 出 来 的 智商 可 能 很 平 
常 , 但 总 含 的 创造 力 与 想象 力 远 远 超出 成 人 , 而 
未 来 社会 最 需要 的 就 是 创新 精神 和 创造 能 力 . 怎 
样 保持 和 发 展 学 生 的 想象 力 和 创造 力 , 是 我 们 教 
才 应 该 进一步 思考 和 研究 的 问题 . 


中 国教 育 是 不 是 有 “ 美 ” 的 一 面 ? 
张 莫 守 ”起 小 平 
近来 再 次 读 到 由 学 通 先生 关于 文化 交流 的 其 一 无 是 处 了 ， 中 国 经 济 起 飞 难 道 没 有 得 到 数 
名 言 : 各 美 其 美 , 美人 之 美 , 美美 与 共 , 世界 大 加 |. 学 教育 的 成 功 支撑 ? 


世界 文化 的 多 元 性 , 决定 了 这 一 兼容 并 包 .各国 这 样 一 来 “各 美 其 美 ?似乎 不 包括 中 国 当代 
互相 学 习 的 国际 走向 . 扼 卷 沉思 , 不 禁 想 到 了 1! ”的 教育 , 剩 下 的 就 只 能 去 * 美 人 之 美 ". 油 不 见 ， 
国 的 教育 . 杜威 的 实用 主义 教育 学 说 , 被 奉 为 当今 中 国 课 


教育 是 具有 民族 色彩 的 , 也 是 多 元 的 , 应 该 。 程 改 革 的 理论 基础 ; 具有 唯心 主义 倾向 的 建 爸 主 
活用 弗 尖 消 朱 生 摇 汽 弟 二 社 人 二 El 光 i 义学 说 被 当做 “绝对 真理 *"、“ 学 习 论 的 新 纪元 ”加 
运用 痰 举 通 先生 的 美美 与 共 的 大 同 之 构想 ， 于 | 
是 首要 的 问题 旺 中 国教 育 美 企 册 于? 在 有 关 以 合 扬 ; xx 后 现代 主义 可 以 不 加 分 析 地 加 以 引 
当代 中 国教 育 的 重要 文件 和 文献 中 , 接 不 到 比较 “到 有 其 者 “知识 不 是 力 拔 ' 教 宣 改 为 学 守 " 

” ”之 类 的 项 赣 性 口号 不 时 可 闻 . 这 样 做 , 是 不 是 有 


权威 的 论述 . 点 过 分 了 ? 
晚近 以 来 , 所 请 “传统 的 ?中 国教 育 方式 , 几 中 国教 育 有 自己 之 “ 美 ”, 我 们 需要 民族 自信 ， 


于 成 了 落后 *`、 陈 上 加 ?的 代名词 ， 死记 硬 背 、 机 中 国教 师 是 中 国 优秀 教育 传统 的 守望 者 . 我 们 需 
杖 借 念 、 目 中 无 人 、 没 有 生命 等 形容 词 者 用 上 了 ， 要 前 进 ， 需要 学 习 , 需要 庶 虚 ,但 是 不 要 唱 赛 自 
还 有 什么 ` 美 "可 谈 ? 更 有 甚 者 , 中 国 本 土 的 科学 已 , 自 其 形 秽 , 淹 得 灰 头 土 脸 ， 总 之 ， 还 是 “各 奖 
家 没有 获得 诺 贝 尔 奖 , 也 怪罪 于 基础 教育 , 真 的 。 ”其 美 , 美人 之 美 * 为 好 . 
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